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IT — Anneaux de dimension un

La dimension d’un anneau est le maximum des chaines d’idéaux premiers contenus
I'un dans 'autre. Par exemple Z est un anneau de dimension un.

Nous explicitons dans ce chapitre les anneaux fondamentaux de la géométrie arithmé-
tique en dimension un : les anneaux d’entiers algébriques et les anneaux de fonctions
algébriques sur une courbe affine.

0 — Anneaux noethériens de dimension zéro.

Pour faciliter ’étude des anneaux de dimension un nous établissons d’abord quelques
faits en dimension 0.

REMARQUE 0.1. — Soit A un anneau intégre de dimension un et soit f un élément
non nul de A, alors A/fA est de dimension zéro. En effet les seuls idéaux premiers de A
sont (0) et les idéaux maximaux.

REMARQUE 0.2. — Soit A un anneau et soit M un A-module simple (i.e. un A-
module non nul qui ne contient pas de sous-A-module propre), alors il existe un idéal
maximal m de A tel que M ~ A/m. En effet si z est non nul dans M, x engendre M sur
A donc M ~ A/I pour un idéal I - --

ProposiTION 0.3 (théoreme de Jordan-Holder). — Soient A un anneau et M un A-
module. Soient (0) = My C My C -+ C My—1 C M, = M et (0) = M), C M] C
-+ C M) =M deux filtrations finies de M telles que les quotients successifs M;1/M; et
MJ’-H/M]’- sotent des A-modules simples. Alors n = q. De plus, il existe une permutation
o de{1,2,...,n} telle que M;/M;_1 ~ M;(Z.)/M(’T(i)_l.

Une filtration finie (0) = My C My C My C --- C M,, = M est dite de longueur
n. Nous allons montrer par récurrence sur n qu'on a ¢ < n. Les roles de ¢ et n étant
les mémes on aura ainsi la premiere partie de ’énoncé. Soit r le plus petit entier tel que
M/ D M;j. On a la filtration suivante dont au plus un des quotients successifs est nul, les
autres étant simples :

(0)=MycM;C---CM_CM;/My C M, /M C---CM,/M =M/M .

Le module M /M; ayant une filtration & quotients successifs simples, de longueur n — 1,
par récurrenceon a g <n—1ouqg—1<n-—1 en tout cas g < n. []

Il nous reste a montrer qu’a ’ordre pres les quotients successifs sont les mémes. Soit
m un idéal maximal de A, si M est un A-module possédant une filtration comme dans
Iénoncé, My, est un Ay, -module de longueur finie. En fait la filtration (0) = My C -+ C
M; C --- C M, = M tensorisée par A, donne une filtration de My, (I 1.7 b)). Les
quotients successifs sont nuls s’ils sont isomorphes & A/m’ ot m’ est un idéal maximal
différent de m. Les quotients successifs isomorphes & A/m = Am/mA,, restent inchangés.
Appliquant la premiere partie de 1’énoncé au Ap-module My, la deuxieme partie de
I’énoncé est prouvée.

La proposition 0.3 justifie la définition suivante.



DerFINITION 0.4. — Soient A un anneau et M un A-module. On dit que M est de
longueur n s’l possede une filtration finie de longueur n dont les quotients successifs
sont simples.

COROLLAIRE 0.5. — Sur la catégorie des A-modules de longueur finie — la longuer — est
une fonction additive. Un module est de longueur nulle si et seulement si il est lui-méme
nul.

Les modules de longueur finie ont des propriétés bien spéciales, nous en montrons
quelques-unes ci-dessous.

CoOROLLAIRE 0.6. — Soit M un module de longueur finie sur un anneau A. Soient
my, ..., m, l'ensemble fini d’idéaur maximaux de A tels que My, # 0. Alors 'application
canonique :

T
M — [ Ma,
i=1

est un isomorphisme.

Ces deux modules sont de longueur finie comme A-modules car (A/m;)n, = A/m; et
(A/m;)m; = 0 pour j # i. Par le corollaire 0.5 il nous suffit de montrer que I’application
considérée est injective. Ce dernier point est clair car si x n’est pas nul x a une image
non nulle dans au moins un localisé My,, par I 1.7 e).

COROLLAIRE 0.7. — Soit A un anneau de longueur finie alors Pic(A) = 0.

Soit L un A-module inversible, si m est un idéal maximal de A, L., est isomorphe a
Am (I3.9). Donc on a par 0.6

L:HLmQHAmzA.
[

Remarquons que toute suite décroissante de sous-A-modules d’'un A-module de
longueur finie est stationnaire en vertu de 0.5. Cette propriété s’étudie pour elle-méme.

DEFINITION 0.8. — Soient A un anneau et M un A-module, on dit que M est un A-
module artinien si toute famille non vide de sous-A-modules de M posséde un élément
minimal pour Uinclusion. Si A lui-méme est un A-module artinien on dit que A est un
anneau artinien.

Par le lemme de Zorn, M est artinien si et seulement si toute chaine décroissante de
sous-A-modules est stationnaire.

Ezxemple 0.9 : Soient A un anneau local m son idéal maximal. Supposons que m soit
un A-module de type fini. Alors, pour tout entier n, 'anneau A/m” est artinien. En effet
les m*/m™™1 i < n —1 donnent une filtration de A/m™ dont les quotient successifs sont
des espaces vectoriels de dimension finie sur A/m.



Exercice 0.10 : Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte de A-modules.
Montrer que M est artinien si et seulement si M’ et M" le sont. Vérifier le méme énoncé
ou “artinien” est remplacé par “de longueur finie”.

LEmME 0.11. — Soit A un anneau noethérien et soit M un A-module. Alors il existe
un élément x non nul de M tel que son annulateur soit un idéal premier de A.

Soit I un idéal maximal parmi ceux qui sont des annulateurs d’éléments non nuls de
M. Alors I # A sinon I’élément qu’il annule serait nul. Montrons que I est premier. Si a
et b sont dans A, abx =0 et ax # 0 alors b € ann(bz) D I, donc b € I.

COROLLAIRE 0.12. — Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini.
Alors M posséde une filtration finie 0 = Mg C My C --- C M,, = M telle que M;1/M;
soit isomorphe a A/p; ou p; est un idéal premier de A.

Puisque M est noethérien, choisissons M’ un sous-A-module maximal parmi ceux
ayant une filtration telle que celle de I’énoncé. Le lemme 0.11 appliqué a M /M’ montre
que M = M'.

ProrosiTiON 0.13. — Soit A un anneau. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A est un anneau noethérien de dimension zéro
(ii) A est de longueur finie
(iii) A est un anneau artinien.

Il est clair que (ii) implique (i) et que (ii) implique (iii).

Sous les hypotheses de 0.13 (i) les idéaux premiers de A sont maximaux, et par 0.12
A est de longueur finie. Nous avons donc montré que (i) implique (ii).

FEzercice 0.14 : Montrer que 0.13 (iii) implique 0.13 (ii)

ProposiTiON 0.15. — Soit A un anneau noethérien de dimension 1. Alors si [ est

un élément de A non contenu dans les idéaux premiers p de A tels que dim A/p =1 le
groupe Pic(A/fA) est nul.

Par le corollaire 0.7 et la proposition 0.13 il nous suffit de montrer que dim A/fA = 0.
C’est clair par I’hypothese sur les idéaux premiers contenant f.

Exemple 0.16 : Soit A un anneau noethérien integre de dimension un et soit f un
élément non nul de A alors, Pic(A/fA) = 0.

Exercice 0.17 : Soit A un anneau noethérien et soit p un idéal premier minimal de
A.
a) Montrer que A, est artinien.

b) Montrer que dans une filtration de A comme celle considérée en 0.12, il existe
toujours un quotient M;,1/M; qui soit isomorphe a A/p.

¢) Montrer qu’il existe un élément = de A tel que annulateur(z) = p. (On pourra
par exemple utiliser 0.14 dans A;).



d) Montrer que ’ensemble des idéaux premiers minimaux de A est fini.

1 — Anneaux principaux.

Un anneau est dit principal s’il est integre et si tout idéal est principal. Dans un
anneau principal tout élément irréductible non inversible — i.e. non trivialement divisible
— engendre un idéal premier.

Ezercice 1.1 : Démontrer que Z et k[X] (k un corps) sont des anneaux principaux. On
notera les roles similaires tenus par la “valeur absolue” et le “degré”.
La proposition 1.2 qui suit est classique et se trouve dans tous les livres d’algebre.

ProposiTION 1.2 (théoreme des diviseurs élémentaires). — Soit A un anneau principal.
Soit M un A-module libre de rang n et soit M’ un sous A-module de M. Alors il existe
une base ey, ...,e, de M, des éléments a; de A tels que a; divise a;y1, tels que M’ soit
libre, que la suite des (a;e;) qui sont non nuls forment une base de M’'.

DeFINITION 1.3. — Soit A un anneau intégre, un A-module M est dit sans torsion
st un élément non nul de M n’est annulé que par zéro.

FExemples 1.4 :
a) Un sous-module d’'un A-module sans torsion est sans torsion.
b) Si M est un A-module alors M"Y est sans torsion car contenu dans A().

LEMME 1.5. — Soit A un anneau integre et noethérien et soit M un A-module de type
fini sans torsion, alors I’homomorphisme canonique M — MYV est injectif.

On a le diagramme commutatif suivant :
M-—M@K|| MY — MV oK

ou toutes les fleches sont naturelles. Dire que M est sans torsion c’est exactement dire
que M — M ® K est injectif. L’anneau A étant noethérien MV et M sont de type fini
quand M l’est, il est alors clair que

MK — MW QK

est un isomorphisme car (M"Y ® K) est isomorphe a (M @ K)VV (exercice). On en déduit
que M — MVV est injectif.

Note 1.6. Quand A n’est pas integre on prend le lemme 1.5 comme “définition” de
“sans torsion”.

CoROLLAIRE 1.7. — Soit A un anneau principal. Tout A-module de type fini
sans torsion est libre. Pour tout A-homomorphisme de A-modules libres de rang fini
©: M" — M il existe des bases de M’ et de M telles que ¢ soit diagonal.

Un A-module qui est le dual d’un module de type fini est un sous-A-module d’un
module libre de rang fini. Le lemme 1.5 et le théoréeme 1.2 impliquent donc la premiere



partie de ’énoncé du corollaire 1.7. Notons que sur un anneau principal si ¢ : M — A
est une forme linéaire non nulle, alors il existe un facteur direct libre de rang 1 dans
M. En effet Imp = Az, x # 0. L’application surjective M — Ax se scinde puisque Ax
est libre quand A est integre. Par récurrence sur Uentier rang, (M ®4 K) on a ainsi
une démonstration de M sans torsion de type fini, alors M libre car, par le lemme 15,
MY #£0si M #0.Sip: M — M alors Imyp et Ker ¢ sont des sous-modules de modules
libres appliquant 1.2 on a 1.7.

COROLLAIRE 1.8. — Soit G un sous-groupe fini du groupe des éléments non nuls d’un
corps k. Alors G est cyclique.

Le groupe G étant fini et commutatif il existe un entier n et une suite exacte :

0—Kerp —-2Z" —G—0.

Par la proposition 1.2 on peut donc écrire G :6% Z./a;Z ou aucun des a; n’est nul puisque
G est fini. Si a est le pged des a; il est facile de voir que a annule G, et que d’autre part

Iélément (1,1,...,1) de e”a Z/a;Z est d’ordre exactement a. L’équation z* = 1 n’a que
i=1

a solutions dans k, donc G est d’ordre au plus a. On en déduit que (1,1,...,1) engendre

G (et que n =1). [

Le corollaire suivant montre l’existence d’éléments primitifs pour les extensions de
corps finis.

CoROLLAIRE 1.9. — Soit k un corps fini de cararactéristique p, alors k est engendré
par un élément comme algebre sur le corps premier IFp.

CoRrOLLAIRE 1.10. — Soit G un sous-groupe discret de R™, alors G est un Z-module
libre de rang au plus n. De plus une base de G sur Z est formée d’éléments linéairement
indépendants sur R.

Démonstration : Soit r le cardinal maximum des ensembles d’éléments de G qui
soient linéairement indépendants sur R. Soient z1,...,x,,r éléments de G linéairement
indépendants, et soit

1

Pour tout élément = de G il existe un ensemble fini de nombres réels \; tels que x = X \;x;.
Si [A] désigne la partie entiere de A on a : x = X[\;]z; + X(\; — [A\i])x;. Done D NG, qui
est fini puisque G est discret, engendre G sur Z. Le Z-module G est donc de type fini et
sans torsion, c’est donc un Z-module libre. Son rang est au moins r. Il est au plus r car
nous allons montrer qu’il existe d € Z, d non nul tel que dG soit dans le Z-module libre
engendré par les x;. Considérons les éléments de D N G suivants :

T

i =Y (A — [\

i=1



L’ensemble DN G étant fini, il existe j et j' distincts tels que y; = y;». On a donc (j —j')z
dans XZx;. Le groupe G étant un Z-module de type fini I'existence d’un d comme plus
haut est prouvée.

Ezercice 1.11 : Soit o un nombre réel irrationnel, montrer que pour tout € > 0 il existe
des entiers p et ¢ tels que |a — §| < %

DerINITIONS 1.12. — Les sous-groupes discrets de R™ de rang exactement n sont
appelés des réseaux de R™. Si A est un réseau de R™ on appelle volume de A, et
on note vol(A), le volume pour la mesure de Lebesgue du polytope construit sur une 7
base de A.

Il est clair que ce réel non nul est indépendant de la base choisie. La théorie des corps
de nombres algébriques développée ci-dessous nous fournira de nombreux exemples de
réseaux.

2 — Eléments entiers.

Nous étudions ici les “morphismes finis” au sens des variétés algébriques ou des
schémas.

DeFINITION 2.1. — Soit B un anneau et soit A un sous-anneau de B. On dit qu’un
élément x de B est entier sur A s’il satisfait une équation, dite équation de dépendance
intégrale, de la forme :

" +ax" 4+ tapx+a, =0
ou les a; sont dans A. On dit que B est entier sur A si tout élément de B satisfait une

équation de dépendance intégrale a coefficients dans A.

Par exemple le corps des nombres complexes est entier sur le corps des réels. On sait
que ce dernier corps n’est pas entier sur le corps des rationnels.

ProprosiTION 2.2. — Soit B un anneau et soit A un sous-anneau de B. Soit x un
élément de B. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) = est entier sur A
(ii) lanneau Alx| est un A-module de type fini
(iii) 4l existe un sous-anneau de B, contenant Alx], et qui est un A-module de type

fini.

Démonstration : Soit = satisfaisant une équation unitaire de degré n comme dans la
définition 2.1. On note que cette équation de dépendance intégrale multipliée par z* donne
une expression de "¢ comme combinaison linéaire & coefficients dans A des 27 pour
j=1i—1,i—2,...,i—mn. Il nous reste & montrer que (iii) implique (i). Soient z1,...,z,
des générateurs sur A d’un sous-anneau de B contenant A[z]. La multiplication par x
dans cet anneau donne des expressions :

n
XTr; = E aij-rj
Jj=1



n
ou encore Z(éijx — a;5)x; = 0. Si d est le déterminant de la matrice (6;;2 — a;5) on
j=1
obtient dz; = 0 pour tout j. Donc d.1 = d = 0 puisque les x; engendrent B sur A. Cest
bien une équation de dépendance intégrale de x sur A.

COROLLAIRE 2.3. — Soit B un anneau et soit A un sous-anneau. Alors l’ensemble
des éléments de B qui sont entiers sur A est un sous-anneau de B appelé la cloture
intégrale de A dans B.

En effet si A[z] et Aly] sont des A-modules de type fini, A[z,y] est un Alz]-module
de type fini. Comme A[z] est un A-module de type fini, Az, y] est un A-module de type
fini. On en déduit que = — y et xy sont entiers sur A.

Ezemple 2.4 : Les nombres réels v/2 et /7 sont entiers sur Z. On notera qu’il est
assommant de trouver une équation pour V2 4+ 3V7.

DerFINITION 2.5. — Soient B un anneau, A un sous-anneau. On dit que A est
intégralement fermé dans B si tout élément de B entier sur A, est déja dans A.

Le cas particulier suivant est d’un intérét constant.
DEFINITION 2.6. — Si A est un anneau intégre on dit qu’il est intégralement clos

s’il est intégralement fermé dans son corps de fractions.

Ezercice 2.7 a) : Montrer qu'un anneau principal est intégralement clos.

b) Soient A un anneau intégre, S une partie multiplicativement stable de A.
Montrer que si A est intégralement clos alors S~ A I’est aussi.

ProposiTION 2.8. — Soient B un anneau intégre et A un sous-anneau de B tel que
B soit entier sur A. Pour que B soit un corps il faut et il suffit que A soit un corps.

Si B est un corps et = est dans A, ™! satisfait une équation
" dax" 4 ra, 27 +a,=0.
En multipliant par ™ on voit que
r(—a; — agw — asz® — - —agz" % — anacnfl) =1.
Réciproquement si A est un corps et B integre entier sur A, tout élément = de B satisfait
une équation " +a1z" 14 - -+a,_12+a, = 0. Prenant une équation de degré minimum
on voit que a, # 0. Donc a, est inversible et on a

xa,;l(_xn_l _alxn_z_..._an_l) =1. I:I

Exercice 2.9 : Soient A un anneau et B un sur-anneau entier sur A. Montrer que
I’application Spec B — Spec A est surjective.



Ezercice 2.10 : Soit A un anneau contenu dans un anneau B de telle facon que B soit
une A-algebre de type fini.

a) Supposons que A soit local et B entier sur A. Montrer qu’un idéal premier de
B dont l'intersection avec A est I'idéal maximal, est un idéal maximal de B.

b) Montrer que si B est entier sur A le morphisme Spec B — Spec A est surjectif
a fibres finies.

3 — Extensions algébriques des corps.

Une extension entiere d’un corps est dite algébrique. Si L est un corps contenant un
sous-corps K de telle fagcon que L soit un espace vectoriel de dimension finie sur K alors
L est algébrique sur K. Sa dimension comme K-espace vectoriel est appelée le degré de L
sur K. On le note [L : K]. Si K C L C M sont des corps on a [M : L|[L: K] =[M : K].
Soient R un anneau, K un sous-corps de R et z un élément de R. Il existe un
K-homomorphisme ¢ et un seul de ’anneau de polynomes K[X| dans R tel que p(X) = x.
L’élément = est algébrique sur K si Kerp # 0. Dans ce cas 'idéal Ker ¢ est engendré
par un polyndéme unitaire non nul uniquement déterminé. Ce polynome est appelé le
polynome minimal de x sur K.

ProprosiTION 3.1. — Soient K un corps et P un polynéme non constant a coefficients
dans K. Alors il existe une extension algébrique K' de K de degré fini de K telle que
P(X) se décompose en facteurs du premier degré dans K'[X].

Par récurrence sur le degré d de P(X), on peut supposer que P est irréductible. Par la
proposition 2.8 K[X]/(P(X), est un corps K7 ou I'image = de X est racine de P(X) = 0.
Donc (X — z) est facteur de P(X) dans K;[X] et 'hypothese de récurrence permet de
conclure.

LeMME 3.2. — Soient K un corps de caractéristique zéro ou un corps fini, F(X) un
polynome unitaire de degré n irréductible. Alors ses n racines dans une extension finie
K’ de K sont distinctes.

Comme F(X) est irréductible c’est le polynéome minimal d’une quelconque de ses
racines . Si une racine était double la dérivée de F'(X) s’annulerait aussi en z. Si K
est de caractéristique zéro, F’ est de degré un de moins que F' et n’est pas nul (F' est
unitaire). Le fait que F' devrait diviser F” est une contradiction. Donc F” est nul et la
caractéristique est p nombre premier non nul. Le polynome F(X) est alors de la forme
X 4 g X=DP o4, 1 XP + ay,. 11 est classique de voir que I’lhomomorphisme
de Frobénius x — 2P de K dans K est un homomorphisme d’anneaux réduits, donc
injectif. Comme K est supposé fini cet homomorphisme est bijectif. Tout élément de K
est une puissance p-ieme et on peut écrire a; = b?. Le polynome F(X) est alors égal &
(X" 4+ by X" .o+ b, 1X + b,)P qui n’est pas irréductible.

LEMME 3.3. — Soient K un corps et ¢ un homomorphisme de corps de K dans un
corps C, algébriquement clos. Soit K' un corps extension de degré fini de K alors o se
prolonge en un homomorphisme de corps o’ de K' dans C.



Si K’ est de la forme K [x] le lemme est clair. Par récurrence sur [K’ : K| on se raméne
A ce cas. []

ProrosiTiON 3.4. — Soit K un corps de caractéristique zéro ou un corps fini. Soit C'
un corps algébriquement clos contenant K et soit K', une extension de degré fini n de
K. Alors il existe n K-homorphismes de corps distincts de K' dans C.

L’énoncé est vrai quand lextension K’ de K est monogeéne par le lemme 3.2.
En raisonnant par récurrence sur [K’ : K] on se ramene a la situation suivante :
KCcK cK'[K' . Kl=m<n,o;: K - Ci=1,...,m, des K-homomorphismes
distincts. Chaque o; se prolonge en o, : K" — C par le lemme 3.3. Il y a [K" : K'] tels
prolongements distincts par hypothese de récurrence car [o;(K”) : 0;(K')] = [K" : K'].
On a donc m[K" : K'| = n K-homomorphismes distincts de K" dans C.

Ezxercice 3.5 : (théoreme de 1’élément primitif). Montrer que si K est un corps fini ou
un corps de caractéristique zéro et si K’ en est une extension finie, il existe x dans K’
tel que K’ = K|z].

4 — Corps de nombres, ordre d’un corps de nombres, anneau d’entiers
algébriques.

Nous introduisons ici le langage de la théorie algébrique des nombres.

DerFINITION 4.1. — Un corps K extension algébrique de degré fini du corps Q des

nombres rationnels est appelé un corps de nombres. L’entier [K : Q] est appelé le
degré de K.

Par exemple Q[i] avec 2 = —1 est un corps de nombres de degré 2 sur Q.

DEFINITION 4.2. — Soit K un corps de nombres et soit A un anneau entier sur 7Z,
contenu dans K et dont le corps de fractions soit K. On dit que A est un ordre du
corps de nombres K.

Par exemple Z[v/5] est un ordre du corps de nombres Q[v/5]. On notera cependant
que Z[%g] est aussi un ordre de Q[v/5].

DerFINITION 4.3. — Soit K un corps de nombres. On appelle anneau des entiers
algébriques de K, la cloture intégrale O de Z dans K.

Ezercice 4.4 : Montrer que Ok est un ordre de K.
Ezxercice 4.5 : (Anneaux des entiers des extensions quadratiques). Soit K une extension
quadratique de Q.
a) Montrer qu'il existe d dans Z sans facteurs carrés tel que K = Q[v/d].
b) Sid =2 oud=3mod. 4 montrer que anneau Ok est égal & Z + Z/d.

¢) Sid=1 mod. 4 montrer que Ok est égal a Z + Z(#E)



DEFINITION 4.6. — Soit K un corps de nombres. Les Q-homomorphismes o de K
dans le corps des nombres complexes sont appelés les places a I’infini de K. Une place
a Uinfini o de K est dite réelle (respectivement complexe) si o(K) est contenu dans R
(respectivement n’est pas contenue dans R). Si x est dans K, ses images o(x) s’appellent
les conjugués de x.

Si o est une place complexe, la conjugaison complexe fournit une autre place & distincte
de o. Il est classique de noter r; le nombre de places réelles de K, 2ry le nombre des
places complexes de K et n le degré [K : Q]. On a n = rq1 4 2r5. Soit ¢ un ensemble de
r1 + 7o places a l'infini de K tel que si o est complexe et o est dans ¢ alors & n’est pas
dans ¢.

ProrosSITION 4.7. — Soit K un corps de nombres A un ordre de K et soient n,ry,ro
et ¢ comme ci-dessus. L’application o : K — R™ x C™ ~ R" qui a un élément x de K
associe

(0i(%))oie0
est telle que o(A) est un réseau de R™. En particulier un ordre d’un corps de nombres
de degré n est un Z-module libre de rang n.

Pour montrer cette proposition décisive, nous allons d’abord prouver un lemme de
finitude général.

LEMME 4.8. — (premier lemme de finitude). Soit Q la cloture algébrique de Q.
Soient n un entier et h un nombre réel, alors, l’ensemble des éléments de Q, entiers sur
Z, de degré au plus n et dont les conjugués ont une valeur absolue bornée par h, est fini.

Soit x comme dans I’énoncé. Le polynome minimal de x sur QQ est unitaire a coefficients
dans Z et de degré au plus n. En effet x étant entier sur Z pour tout Q-homomorphisme
de corps p: Q[z] — C, p(x) est aussi entier sur Z. Si m est égal a [Q[z] : Q] le polynéme

=m
minimal s’écrit H (X — pi(z)) il est donc a coefficients entiers sur Z et dans Q. Comme
i=1
Z est intégralement clos ces coefficients sont dans Z. Par hypothese on a |p;(z)| < h.
Donc z satisfait une équation

2"+ a2 far™ 24+ +a, =0

avec a; entier, |a;| < (m) ht, m < n. La liste des coefficients est donc finie. Le degré étant
7

borné, le nombre des solutions est fini. []
Démontrons maintenant la proposition 4.5. Le lemme 4.6 implique que o(A) est discret.

Par le corollaire 1.10 ¢’est un Z-module libre de rang au plus [K : Q]. Comme A®Rz;Q = K
(proposition 2.8) A est de rang [K : Q] sur Z et o(A) est bien un réseau de R”.

COROLLAIRE 4.9. — Soit A un ordre d’un corps de nombres K de degré n sur Q, et
soit L un A-module inversible. Alors L est un Z-module libre de rang n.



En effet L est sans torsion car localement isomorphe & A, de plus il est de type fini et :

LR;Q=L®s(AR;Q) =L®s K~K .

ProposiTioN 4.10. — Un ordre d’un corps de nombres est un anneau noethérien de
dimension 1.

Démonstration : Puisque un ordre A d’un corps de nombres K de degré n sur QQ est un
Z-module de type fini, c’est un anneau noethérien. De plus si p est un idéal premier non
nul de A, p®4 K = K, donc p est aussi un Z-module libre de rang n (1.7). Le quotient
A/p est donc fini par 1.2. Un anneau integre fini étant automatiquement un corps p est
maximal. []

Exercice 4.11 : La démonstration de 4.8 est had-hoc. En fait montrer que si A C B
est une extension entiere d’anneaux, alors toute chaine d’idéaux premiers de A se releve
en une chaine d’idéaux premiers de B. Montrer ensuite que dim(A) = dim B (théoréme
de Cohen-Seidenberg).

5 — Anneaux de valuation discrete, anneaux de Dedekind.
Nous étudions ci-dessous les anneaux integres, noethériens, locaux, de dimension 1.
Les anneaux de séries formelles k[[X]] par exemple sont de tels anneaux.

ProrosITION 5.1. — Soit A un anneau intégre et soit K son corps de fractions. Les
deuz propositions suivantes sont équivalentes

(i) A est local noethérien intégralement clos et de dimension 1.

(ii) 1l existe une application surjective v : K* — Z telle que v(zy) = v(x) + v(y)
et v(x +y) > inf(v(x),v(y)), de maniére que l'anneau A soit I'ensemble des x de K tels
que v(x) > 0.

Montrons d’abord que (ii) implique (i). Soit I un idéal de A, choisissons = non nul
dans I tel que v(x) soit minimum dans v([). Soit y dans I, v(y/x) > 0 donc y = ax avec
a € A et donc A est principal. Si v(z) = 0 il est clair que v(z~!) = 0 et donc z € A*.
Soit m ’ensemble des x dans A tels que v(x) > 0. On voit facilement que tout idéal de
A est contenu dans m. L’implication est donc prouvée par I'exercice 2.7.

Pour montrer I'application inverse notons m 'idéal maximal de A, nous allons montrer
que m est principal. Dans ce cas soit m un générateur de m. L’anneau A étant integre
et n’étant pas un corps I’élément 7 est non nul. Montrons d’abord que ﬂmn =0.Siz

n
est dans ﬂm" on a des éléments x,, tels que 7"z, = 7"z, donc (A est integre)

n
Tp = TTyna1. La suite croissante d’idéaux Ax, de I’anneau noethérien A est stationnaire

pour n assez grand. On a donc Ax,, = Az, 1 pour n >> 0 donc x, 11 = ar, = aTTp41.
L’anneau A étant local 1 —am est inversible donc x,,11 est nul et donc = est nul. On définit
alors v(z) = sup{n,z € m"™}. Comme m est principal il est clair que v(zy) = v(z) +v(y).



L’inégalité v(x +y) > inf(v(z), v(y)) est vraie pour tout idéal m et tout v définit comme

ci-dessus. La fonction v se prolonge & K* par v(%£) = v(z) — v(y). Comme il est clair

Yy
que pour x et y dans A , v(x) > v(y) implique = = ay avec a € A, (ii) sera montré des

qu’on sait que m est principal. Pour montrer ceci définissons m’ = {x € K|zm C A}.
Nous allons montrer les trois points suivants :

a) m"# A
b) mm' = A

c) m est principal.
démonstration de a) : Si x est dans m anneau de fractions A, = K (exercice I 1.8).

Soit z un élément non nul de A on peut écrire % = % pour un y dans A et un entier n,
i.e. " = yz. Tout élément de m a donc une puissance dans I'idéal Az. L’idéal m étant de
type fini il existe un entier n tel que m™ soit contenu dans Az. Choisissons n minimum
avec cette propriété et soit y € m"~! et y ¢ Az. On vérifie facilement que Yem et

y z
Y¢a.

démonstration de b) : Soit z dans m’ on a soit que xm est contenu dans m soit que
xm = A. Dans le premier cas x est un endomorphisme d’un A-module de type fini sans
torsion, et par “lastuce” du déterminant déja utilisée plusieurs fois (I 1.4 et II 2.2) =
est entier sur A. L’anneau A étant intégralement clos la partie a) montre que m.m’ = A
sinon m.m’ est contenu dans m.

démonstration de c) : Puisque mm’ = A il existe un entier n,x1,...,z, dans m et
Y1,...,Yyn dans m’ tels que Xx;y; = 1. Chacun des z;y; est dans A, cet anneau étant
local il existe un i tel que u = x;y; soit inversible dans A. Posons ¢ = u™'z; € m et
y=1y; € m’'sizestdans mon az = (yz)x avec yz € A par définition. On a ainsi montré
que x engendre m. []

FEzercice 5.2 : (lemme d’Artin-Rees)
Soient A un anneau noethérien, I un idéal de A et posons R(I) = @ I".
n>0
a) Montrer que R(I) est un anneau noethérien.
b) Soient M un A-module de type fini et N un sous-A-module de M. Montrer
que @ I"M N N est un R(I)-module de type fini.
n>0
c¢) En déduire qu'il existe un entier k tel que I"M NN = I""k(I*M N N).
d) (Séparation de la topologie m-adique).
Supposons de plus que A soit local d’idéal maximal m montrer que ﬂ m” = 0. (On

n>0
pourra utiliser le lemme de Nakayama).



DgeFINITION 5.3. — Un anneau vérifiant les conditions de la proposition 5.1 est appelé
un anneau de valuation discrete. Un générateur de l’idéal maximal d’un anneau de
valuation discréte est appelé une uniformisante.

ProprosiTiON 5.4. — Soit A un anneau noethérien intégralement clos de dimension un,
alors tout idéal de A est localement principal. De plus tout idéal est globalement engendré
par deux éléments.

Le début de la proposition signifie exactement qu'un idéal non nul de A est un
A-module inversible. Soit Z un idéal de A et soit m un idéal maximal de A. Par la
démonstration de la proposition 5.1 I'idéal Z,, est principal. Si x est dans Z et engendre
T sur Ay par I 1.7 d) = engendre Z sur un voisinage D(f) de m dans Spec A. Ceci
démontre la premiere partie de 5.4. Soit f dans A comme ci-dessus, A/ fA est un anneau
de dimension zéro noethérien. Par 0.16 Z®4 A/fA ~ A/ fA. Par le lemme de Nakayama
(I 1.4) il existe un élément y de Z qui engendre Z,, sur A,, pour tout m contenant f. On
voit ainsi que Ax + Ay est égal a Z par I 1.7 e).

DEFINITION 5.5. — Un anneau noethérien integre intégralement clos de dimension un
est appelé un anneau de Dedekind.

Ezemple 5.6 : Soit K un corps de nombres, 'anneau des entiers O est un anneau de
Dedekind.

FEzercice 5.7 (Polynéme d’Eisenstein) : Soient A un anneau de valuation discrete,
m son idéal maximal, K son corps de fractions et k¥ = A/m son corps résiduel. On dit
que F(X) = X"+ a1 X" '+ ... + a, est un polyndome d’Eisenstein — sur A — si les a;
sont dans m mais a,, n’est pas dans m2. On pose B = A[X]/(F(X)) et on note x I'image
de X dans B.

a) Montrer qu'un idéal premier non nul de B contient m.
b) Montrer que B/mB = k[X]/(X™), en déduire que B est un anneau local,

noethérien de dimension 1, dont I'idéal maximal est engendré par x.

c) Déduire de b) que z n’est pas nilpotent.

d) Montrer (en utilisant c) ou a défaut 5.6) que ﬂ(Bac”) =0.

n

e) Montrer que B est un anneau de valuation discrete.

6 — L’application cycle.
Nous commencons ici ’étude des “sous-schémas” de codimension un dans un schéma
affine.

DEFINITION 6.1. — Soit A un anneau. On appelle diviseur de Weil une combinaison
linéaire a coefficients entiers de quotients A/p par des idéaur premiers p tels que
dim A, = 1. En général si n est un entier on appelle cycles de codimension n et



S
on note Z™(A) les combinaisons linéaires Z n;[A/p;] ot les n; sont entiers et les p; des
i=1
idéauz premiers de A tels que dim Ay, = n. Ainsi les diviseurs de Weil sont les cycles de
codimension umn.

Ezemple 6.2 : Si I est un idéal de A anneau noethérien, et si dim A, > n pour tout
idéal premier de I on peut lui associer un cycle de codimension n

cycle(A/T) = Y long(Ay/IA,)[A/p]

dim Ay, =n

cette somme est finie (0.17 d)). Ainsi si [ est un A-module inversible (i.e. si I est
localement engendré par un élément non diviseur de zéro) on obtient un diviseur de

Weil.

Ezercice 6.3 : Montrer que les idéaux qui sont des A-modules inversibles forment un
monoide pour le produit tensoriel.

DEFINITION 6.4. — Soit A un anneau. On appelle groupe des diviseurs de Cartier
de A, et on note Div(A) le groupe engendré par le monoide des idéaux qui sont des
A-modules inversibles.

On voit facilement que si I et J sont deux idéaux qui sont dans Div(A) alors
I ® J — IJ est un isomorphisme (cf. I 3.8 a)).

LEMME 6.5. — Si A est un anneau de Dedekind ’application cycle : Div(A) — Z1(A)
est surjective.

Démonstration : Par la proposition 5.4 tout idéal premier non nul p de A est localement
engendré par un élément non nul de A. De plus A étant de dimension 1 (4.8), si q est
idéal premier non nul de A différent de p alors pA; = A,. Donc cycle(4/p) = [A/p]. [J

Exercice 6.6 : Montrer que si A est un anneau integre noethérien de dimension 1 et
si Div(A) — Z1(A) est surjective alors A est intégralement clos. (Utiliser les idées de la
démonstration de la proposition 5.1).

ProposITION 6.7 (Définition usuelle des anneaux de Dedekind). — Soit A un anneau
de Dedekind alors l'application cycle Div(A) — Z1(A) est un isomorphisme.

Soit Div (A) le monoide des idéaux de A qui sont dans Div(A). Par la démonstration
de 6.4 nous savons que les générateurs de Z!(A) sont dans I'image de Div, (A). Il nous
suffit donc de montrer que Div  (A) — Z!(A) est injective. Si I et J sont deux idéaux
distincts de A, il existe p tel que I, soit distinct de J, (sinon I + J/I serait nul). Dans
I'anneau de valuation discrete A, si m est une uniformisante I, = 7" A, J, = 7™ A, ol
n et m sont des entiers distincts. Or, par 0.9, la longueur de (A/I), vaut n et celle de
(A/J), vaut m donc, cycle (A/I) # cycle(A/J).



7 — L’application Div(A) — Pic(A).
Soit I un idéal de A qui soit un A-module inversible, on lui associe la classe de son
dual Hom 4 (I, A) dans Pic(A).

DEFINITION 7.1. — Soit A un anneau. On appelle diviseurs principaux de A, et on
note Pr(A) le sous-groupe de Div(A) engendré par les idéaur fA ot f est non-diviseur
de zéro. Ce groupe est canoniquement isomorphe a K> /A*.

Exemple 7.2 : Si A est un anneau de Dedekind, K son corps de fractions et f un
élément de K, alors (f) = Z vy (f)[A/p] est un élément de Z'(A) qui est dans
dim A, =1
I'image de Pr(A) (v, est la valuation associée a A, définie dans 5.1).

ProposITION 7.3. — Awvec les notations introduites ci-dessus si A est intégre on a la
suite exacte

0 — Pr(A) — Div(4) — Pic(A) — 0 .

Si f est non nul dans A, I'idéal fA est un A-module libre de rang 1, donc son image
dans Pic(A) est nulle. Tout élément de Div(A) est “différence” de deux éléments de
Div4 (A), il nous faut donc montrer que si I et J sont deux idéaux de Div(A) tels que
Hom4 (I, A) ~ Homy(J, A) alors il existe a et b non nuls dans A tels que al = bl. On a
les isomorphismes I ® 4 K ~ K et J®4 K >~ K | ou K est le corps de fractions de A.
On a donc Homy (1, J) = {ftK|fI — J} ce qui montre 'assertion.

Il nous reste & montrer la surjectivité de Div(A) — Pic(A). En fait, on a le lemme
suivant qui sera d’'un usage constant dans la suite.

LEMME 7.4. — Soient A un anneau intégre et L un A-module inversible. Pour tout
élément s non nul de L considérons 'application

s A— L

qui envoie 1 sur s. Alors @4 est injective et Uapplication duale L®~! — A identifie L1
a un idéal as de A tel que ay = annulateur(L/A;).

L’injectivité découle de I'exercice I 4.7, 'application duale Y : L¥~! — A étant non
nulle (car YV = ;) le méme exercice identifie L1 & un idéal a5 de A. Pour montrer
la fin de l'assertion il suffit de la prouver localement. Quand L est isomorphe a A, ¢
s'identifie & A : A — A, la multiplication par un élément A de A. La duale est aussi la
multiplication par A et I’énoncé est démontré.

REMARQUE 7.5. — Quand A est un anneau de Dedekind Z!(A)/Pr(A) est classique-
ment appelé le groupe de classes de diviseurs noté CI1(A).

Exemple 7.6 : Un exemple : Pic(Z[v/—5] # 0.

Soit A = Z[iv/5]. Pour tout élément = = a + biv/5 de A on note N(z) = a® + 5b%. La
norme N (z) est le carré du nombre complexe x. On a N(zy) = N(x)N(y). Par 'exercice
4.5 Panneau A est intégralement clos. Si le groupe Pic(A) était nul, 'anneau A serait



principal. Alors tout élément irréductible engendrerait un idéal premier. Montrons que
I’élément 1 4 iv/5 est irréductible. Notons que (1 4 iv/5)(1 — iv/5) = 6 et N(1 +iv/5) =
N(1 —iV5) = 6, N(2) = 4, N(3) = 9. Si z est non inversible N(x) est un entier non
égal & £1. Si de plus z divise 1 4 iv/5 et n’est pas +(1 +4v/5), N(z) = 2 ou N(z) = 3.
Or les équations a? + 5b%> = 2 ou a® + 5b®> = 3 n’ont pas de solution entiere car seuls 1
et 4 sont des carrés modulo 5. Si I'idéal engendré par 1 + iy/5 était premier 2 ou 3 lui

. . . . . 4 9
appartiendrait car 6 lui appartient, on aurait alors en prenant les normes gougeE L - -

0

La version ci-dessous de la proposition 7.3 est souvent utile. La démonstration qui
n’utilise pas d’idée nouvelle par rapport a 7.3 et 7.4 est laissée au lecteur.

ProPoOSITION 7.7. — Soient A un anneau intégre et L un A-module inversible. Soient
s et t deux éléments non nuls de A alors il existe des éléments non nuls a et b de A
tels que as = bt. De plus si ag et a; sont les éléments de Div(A) définis en 7.4 alors
adg = bat.

Quand 'anneau A est noethérien et de dimension 1 le lemme 7.4 prend une forme plus
attrayante.

ProrosiTiON 7.8. — Soient A un anneau intégre noethérien et de dimension 1 et L
un A-module inversible. Alors pour tout élément s non nul de L on a L/As ~ A/ag ot
as est lidéal défini en 7.4.

Les A-modules L/As et A/as sont de longueur finie. Il suffit donc de montrer 7.8
localement par 0.6. Si A est local, L est libre de rang 1 et a, est principal, le résultat
découle alors de 7.4.

8 — Points rationnels d’un schéma projectif sur un anneau de Dedekind.

Nous établissons ci-dessous la partie qui nous sera utile du critere valuatif de propreté :
un point rationnel d’un schéma projectif sur un corps K s’étend en un “point” entier sur
un anneau de Dedekind de corps de fractions K et ceci de fagon unique.

DEFINITION 8.1. — Si A est un anneau X un A-schéma et B une A-algébre, on note
X (B) des points rationnels de X sur B i.e. I’ensemble Hom 4 (Spec B, X).

ProrosiTiON 8.2. — Soient A un anneau, K un corps, B un anneau de Dedekind de
corps de fractions K qui soit une A-algébre. Alors si X est un A-sous-schéma fermé de
" on a une bijection canonique : X (B) — X (K).

Le morphisme Spec K — Spec B fournit 'application X(B) — X(K). Montrons
d’abord la surjec tivité : un point de X (K) est d’abord un point de P’} (K') donc la donnée
d’un K-homomorphisme surjectif K"t1 — K — 0. Quitte & “chasser les dénominateurs”
on peut considérer que cet homomorphisme vient d’'un B-homomorphisme : B! — B.
Celui-ci n’est plus forcément surjectif mais son image est un idéal non nul de B. Par la
proposition 5.4 tout idéal de B est un B module inversible, donc on a construit par (I



5.9) un élément de Homy_ 4., (Spec B, P ). Cet homomorphisme restreint a Spec K se
factorise par X par hypothese. Le schéma X étant fermé dans P’ il est défini par des
équations homogenes (F;) a coefficient dans A. Si ag - - - a,, sont des éléments de B tels
que Fj(a) = 0 dans K alors F;(a) = 0 dans B aussi. Donc on a construit un morphisme
de Spec B — X qui a pour image celui choisi dans Hom 4 (Spec K, X).

Pour montrer 'injectivité, il suffit de le faire quand B = V est un anneau de valuation
discrete. Soient (xg -+ x,) et (yo, ..., y,) dans V™ tel que 'un des z; et I'un des y; soit
inversible dans V. Si les éléments correspondants dans Hom(Spec K, X') sont les mémes,
c’est, par I 5.10, qu’il existe A\ # 0 dans K tel que x; = Ay; pour tout ¢. L’anneau V'
étant de valuation discrete A ou A~! est dans V. Supposons que ce soit \. Il existe i tel
que Ay; est inversible dans V' donc A est inversible dans V. Les (n + 1)-uples (z) et (y)
donnent ainsi le méme élément de Hom(Spec V, X) (par I 5.10).

REMARQUE 8.3. — Soient A un anneau et X 4, Spec A un A-schéma projectif alors,
par définition, un élément de Hom 4 (Spec A, X) est une section de f. Ainsi, si A est

un anneau de Dedekind de corps de fraction K on a par 8.2 une bijection canonique
X(K) « {sections de f: X — Spec A}.

DEFINITION 8.4. — Si A est un anneau de Dedeking de corps de fraction K et si X
est un A-schéma projectif on note sp la section de X — Spec H, correspondant a un
point rationnel P de X sur K.

On a ainsi défini un accouplement X(K) x Pic(X) — Pic(A) qui a (P,L) fait
correspondre spL.

IIT — Le groupe de Picard compactifié d’un ordre
d’un corps de nombres

Nous introduisons ici “I'invention” d’Arakelov : mettre des métriques hermitiennes aux
places a l'infini.

1 — Espaces vectoriels de dimension un sur C.
Un espace vectoriel V sur le corps des complexes C est dit muni d’un produit scalaire
hermitien si on a une application biadditive (.,.) : V x V — C telle que (Az,y) = A(z,y)

et (x,y) = (y,z) pour tout A dans C et tous z et y dans V. Un tel produit scalaire est dit
positif non dégénéré si (z,x) = ||z]|> > 0 pour tout x et si ||z|| = 0 implique x = 0.

Ezxemple 1.1 : Soit V' un espace vectoriel de dimension un sur C. Il revient au méme
de se donner un produit scalaire hermitien sur V' positif non dégénéré ou de se donner la
longueur ||z|| # 0 d’un élément x non nul de V. En effet si y et z sont dans V, on a y = Az,
z = px et donc (y, z) = Aji||z||%. Cette remarque facile va nous étre d'un usage constant.

ProprosiTION 1.2. — L’ensemble des produit scalaires hermitiens positifs non dégénérés
sur un espace vectoriel V de dimension un sur C est un espace principal homogéene
sous RY.



En effet si (,) et (,); sont des produits scalaires hermitiens sur V et si x # 0, x € V on
a ||z]| = Al|z||1 pour un nombre réel X. Sils sont positifs non dégénérés X € R7.

REMARQUE 1.3. — Si V; et V5 sont deux espaces vectoriels de dimension un munis de
produits scalaires hermitiens positifs non dégénérés (,); et (,)2, le produit tensoriel
V1 ®c Vo est muni canoniquement d’'un produit scalaire hermitien positif non dégénéré tel

que ||z1 @ z2|| = ||z1||1-||x]|2 ot x; # 0 et x; € V;. De méme le dual V¥ d’un tel espace
vectoriel est muni de la norme ||| = % pour tout = non nul dans V, par 'exemple

1.1 est muni d’un produit scalaire hermitien positif non dégénéré.

Ezxercice 1.4 : Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension 1 muni d’un produit scalaire
hermitien non dégénéré. Montrer que I’application trace : V ®c VY — C induit par 1.3 sur
C le produit scalaire hermitien tautologique.

Vocabulaire 1.5 : Soit V un espace vectoriel de dimension un sur C, nous utiliserons de
maniere équivalente les expressions

a) V est muni d’un produit scalaire hermitien positif non dégénéré.

b) V est muni d’une métrique hermitienne.

DeFINITION 1.6. — Soit V' un espace vectoriel de dimension 1 sur C muni d’un produit
scalaire hermitien. L’élément de volume canonique sur V' est tel que le disque unité
{z eV ||z| <1} est de volume .

Il est & noter que la donnée d’'un élément de volume sur V est la méme chose que la

2
nné un élément non nul sur . rnier un Y ri imension
donnée d’un élément no I sur A V. Ce dernier est espace vectoriel de dimension 1
R

sur R. On peut réécrire ce court paragraphe pour les espaces vectoriels de dimension 1
sur R. Un produit scalaire défini positif nous fournit une “longueur” pour les vecteurs.
L’élément de “volume” i.e. de longueur canonique est tel que le segment {z | ||z|| < 1} est
de longueur 2. Par exemple, si V' est un espace vectoriel de dimension 1 sur C qui est égal
a Vo ®r C ou Vj est un espace vectoriel sur R, un produit scalaire hermitien positif non
dégénéré induit sur Vj une telle structure.

2 — Modules inversibles métrisés sur un ordre d’un corps de nombres.

Soit K un corps de nombres. Soient n = [K : Q] son degré, r; son nombre de places
réelles 2r, son nombre de places complexes. On fixera pour la suite un ensemble
¢ de places a ’infini contenant r; places réelles, ro places complexes qui ne sont pas

conjuguées l'une de 'autre (cf. II 4.4). On se donne aussi un anneau A qui est un ordre de
K.

DEFINITION 2.1. — Un module inversible L sur un ordre A muni pour toute place o dans
¢ d’un produit scalaire hermitien non dégénéré (,), sur (L ®a 0(A)) @44y C est appelé
un module inversible métrisé sur A. Si ||.||, est la norme associée a (,), on notera
(L, ||.]lo) un A-module inversible métrisé.

On a une notion d’isomorphisme pour ces objets :

DEFINITION 2.2. — Une isométrie entre (L1, | ||1,5) et (La2,| |2,0), deuzr modules
inversibles métrisés sur l'ordre A, est un A-isomorphisme ¢ : L1 — Lo tel que ||o(x)]
|z||1,6 pour tout x dans L.

2,0 —



LEMME 2.3. — Soient (L, || ||1,5) et (L, ] ||l2,s) deux modules inversibles métrisés sur A
ayant le méme module inversible sous-jacent. Alors ils sont isométres si et seulement si il
existe une unité u de A telle que ||z||1,, = |o(uw)|||z||2,, pour tout x dans L et tout o dans

}.

En effet Homa(L, L) = A et donc isom4 (L, L) = A*. On a |uzll2,c = |o(u)|||z||2,s, ce
qui prouve l’assertion.

ProposITION 2.4. — Le produit tensoriel induit sur l’ensemble des classes d’isométrie

de A-modules inversibles métrisés une loi de composition interne qui en fait un groupe
commutatif. Ce groupe est appelé le groupe de Picard compactifié de A. On le note
Pic.(A).

Nous avons vu en 1.3 la loi de composition a 'infini. Par I’exercice 1.4 A muni du produit
scalaire hermitien tel que ||1||, = 1 pour tout o est un élément neutre et le dual, muni des
métriques duales est un inverse. []

,)) Pélément de
1)) est I’élément

EXEMPLE 2.5. — Soient z, des nombres réels positifs, on notera (A, (
Pic.(A) qui a pour module sous-jacent A et tel que ||1]|, = z,. Ainsi (A,
neutre de Pic.(A).

(

Ezercice 2.6 : Montrer que Papplication (R} )? — Picc(A) qui a (z,)eq associe (4, ()
est un homomorphisme de groupe.

Ezxercice 2.7 : Montrer que l'application “oubli de 'infini” est un homomorphisme de

Pic.(A) dans Pic(A).

ProposITION 2.8 (premiére suite exacte fondamentale). — On a la suite exacte
swvante :

0— (A) —» A — (RX)? — Pic.(A4) — Pic(4) — 0

ot (A) est l'ensemble des racines de l'unité dans A, |o(u)| est la valeur absolue de l'image
par o de l'unité u dans C et o : A* — (Ri)¢ est lapplication qui a u € A* fait
correspondre (|o(u)|)oce-

Par I’exemple 1.1 I'application Pic.(A) — Pic(A) est surjective. Son noyau est I’ensemble
des “structures hermitiennes & I'infini” sur A. Par 1.1 et 2.6 c’est I'image de (RY)?. En
appliquant le lemme 2.3 on voit que (A, (z,)) est isometre a (A, (1)) si et seulement si il
existe une unité u dans A telle que =, = |o(u)| pour tout o. Il nous reste donc a prouver
le lemme qui suit :

LEMME 2.9. — Soient K un corps de nombres, A un ordre de K alors pour un élément
x de A les énoncés suivants sont équivalents :
(i) = est une racine de l'unité
(ii) pour tout homomorphisme de corps o : K — C, o(x) est de valeur absolue 1.

De plus l’ensemble (A) des racines de l'unité dans A est un groupe fini.

Il est clair qu’un élément de (A) est de valeur absolue 1 dans tout plongement complexe
i.e. (i) implique (ii). Dans l'autre sens : le premier lemme de finitude (II 4.6) montre que



si z dans a a tous ses conjugués de valeur absolue un, alors ’ensemble (™), <y est fini i.e.
x est dans (A).

Pour finir de montrer 1’énoncé il suffit d’appliquer encore une fois le premier lemme de
finitude (II 4.6).

3 — La norme d’un idéal.
Nous commengons par mettre en évidence quelques anneaux finis construits a partir
d’un ordre.

ProrosiTiON 3.1. — Soit a un ordre d’un corps de nombres et soit a un idéal non nul
de a alors Aja est fini. De plus si (p;)=1..., sont les idéauz premiers de a contenant a on
T

a #(A/a) = H #(Apz/aApz) et log(#(Api/aApi)> = 10ng<APi/aAPi> 10g(#(A/pz))

Pour montrer le début de 3.1 il suffit de montrer que A/xA est fini pour tout = non
nul de a. Si 2" + a12" ' +- -+ a,_17 + a, = 0 est une équation de dépendance intégrale
de degré minimum sur Z, on a a, # 0 car x n’est pas diviseur de 0. Alors A/x A, qui est
un Z/a,Z module de type fini, est fini. On peut comparer cette démonstration a celle de
IT 4.8. L’anneau A/a est artinien et la fin de 3.1 se déduit de II 0.6 et du fait que sur un
anneau local artinien le seul module simple est le corps résiduel.

DerFINITION 3.2. — Soit a un ordre d’un corps de nombres et soit a un idéal non nul de
a. On nomme norme de a, et on note N(a), le cardinal de A/a.

Ezemple 3.3 : Soit n un entier, N(nZ) = |n|.

ProposiTiON 3.4. — L’application norme : Divy (A) — N est multiplicative.

Soient [ et J deux idéaux dans Divyi(A) il nous faut montrer
HALT = (#AT).(#A].]).

Prouvons d’abord le lemme suivant :

LEMME 3.5. — Soient B un anneau, x un élément non diviseur de zéro dans B. Soit J
un idéal de B, alors on a une suite exacte de B-modules :

0—B/J— B/xJ— B/xB —0.

Le noyau de 'application canonique B/xJ — B/xB est B/xJ. Calculons le noyau de
I’homomorphisme surjectif ¢ : B — xB/xJ défini par ¢(1) = [z]. Si A, z sont dans B tels
que A\x = xz alors A = z, car x est non diviseur de 0. Donc ker ¢ = J. Appliquant le lemme
3.5 a un anneau Ay, ou I et J sont engendrés par un élément, on obtient

long A, /IJA, = (Ay/IAy).(Ap/JAy).

On déduit alors la proposition 3.4 de la deuxieme partie de la proposition 3.1.



COROLLAIRE 3.6. — L’application norme se prolonge en un homomorphisme de groupes
N : Div(A) — Z.

On aimerait avoir un homomorphisme de groupe partant de Pic(A) au lieu de Div(A),
pour cela il nous faut étudier la norme des diviseurs principaux. On verra plus loin qu’on
peut obtenir un homomorphisme & valeurs dans R (au lieu de Z) sur le groupe Pic.(A) (au
lieu de Pic(A)).

Nous établissons maintenant que la norme permet une premiere classification des idéaux
d’un ordre.

LEMME 3.7 (deuxiéme lemme de finitude). — Soit a un ordre d’un corps de nombres
et soit r un entier. Alors l’ensemble des idéaux de a de norme au plus r est fini.

Tout élément d’un groupe fini étant annulé par I'ordre du groupe, si a est un idéal de
a tel que N(a) <r, r! annule A/a donc r! € a. L’ensemble des idéaux de norme au plus r
est donc contenu dans ’ensemble des sous-ensembles de A/(r!)A. [

4 — La norme d’un élément d’un corps de nombres.

Soit z est un élément d’un corps de nombres K et, soit d le degré de Q[z] sur Q.
Alors (—1)¢ multiplié par le déterminant de la multiplication par = dans l’espace vectoriel
Q[z] sur Q est le coefficient constant du polynéme minimal de z. En effet le polynéme
caractéristique est égal au polynéme minimal dans ce cas.

ProrosiTiON 4.1. — Sotent K un corps de nombres et x un élément de K. Alors le
déterminant de my., la multiplication par x dans K, est un nombre rationnel qui satisfait a :

dét m, = H o(x).

o:K—C

Nous venons de voir ci-dessus que la proposition est vraie si K = Qz]. Si K est
un espace vectoriel de dimension m sur Q[z] on a m[Q[z] : Q] = [K : Q]. La matrice
de m, peut s’écrire avec m blocs égaux a la matrice de m, restreint a Q[z]. Donc

dét(m,) = H o(x)™, comme il y a exactement m Q-homomorphismes distincts de K
0:Q[z]—C
dans C prolongeant un homomorphisme o : Q[z] — C (II 3.4), la formule 4.1 est montrée.

DEFINITION 4.2. — Soient K un corps de nombres et x un élément de K, on appelle

norme de x et on note N(x) le nombre rationnel H o(x).
o:K—C

Les conjugués d’un élément entier étant entiers eux aussi, si z est dans O, N(z) est
dans Z.

REMARQUE 4.3. — Il est clair que N : K* — Q* est un homomorphisme de groupe
défini par la méme formule 4.2. La norme d’un élément inversible u de a étant un élément
inversible de 7Z elle vaut +1. En composant la norme avec la valeur absolue on obtient un
homomorphisme de groupe |N|: K*/A* — Q7. Comme nous avons vu au chapitre II 7.4
K*/A* = Pr(A). On peut donc essayer de comparer l'application induite par la norme
sur Div(A) et celle que nous venons d’obtenir.



ProrosiTiON 4.4 (formule du produit). — Soient K un corps de nombres, a un ordre
de K et x un élément de a. Alors la norme de l’idéal engendré par x dans a est égale a la
valeur absolue de la norme de l’élément x.

Autrement dit il nous faut montrer
N(zA) = ‘ I1 a(m)‘ .
o:K—C
Pour ceci notons que le déterminant de la multiplication par z dans K est égal au
déterminant de la multiplication par z dans a. Pour calculer celui-ci nous allons utiliser le
lemme suivant :

LEMME 4.5. — Soit ¢ : Z™ — Z™ un homomorphisme injectif de Z-modules libres alors
#(Coker ) = #(Coker det @) = #(Z/ det ¢Z).

Puisqu’on peut diagonaliser ¢ (II 1.2) le lemme est clair (notons que puisque ¢ est
injective si aj ---a, sont les termes de la diagonale de la matrice de ¢ dans des bases
had-oc, aucun des a; n’est nul).

Pour finir de montrer 4.4 on écrit en vertu de 4.1 et 4.5

I lo@)| = |detm.| = #Z/det m,Z = #A/xA = N(zA).

o K—C

Exercice 4.6 : Soit a un anneau noethérien de dimension 1 et soit ¢ : A™ — A™ un
a-homomorphisme.

a) Montrer que Ker ¢ et Coker ¢ sont annulés par det .

b) Montrer que si A/det pA est de dimension 0 la fonction M — x(M,p) =
long Coker(p ® M) — long(Ker p ® M) est additive, a valeur dans N, sur les a-modules
de type fini. Calculer x(M) en fonction de x(A) quand a est integre.

c) Montrer que x(4,¢) = x(A,dety) (délicat, cet énoncé mérite le nom de
théoreme de Riemann-Roch pour les anneaux noethériens de dimension 1).

d) Soit a un anneau noethérien de dimension 1 et de caractéristique un nombre
premier positif p. Soit ¢ une matrice n x n & coefficients dans a, on note ¢® la matrice
nxn dont les coefficients sont les puissance p-iemes des coefficients de ¢ sous les hypotheses
de b), montrer que x (M, pP)) = px(M, ¢) pour tout A-module de type fini M.

NotaTION 4.7. — Soit Ok 'anneau des entiers du corps de nombres Ok on appelle
place a distance finie de K une valuation v associée par II 5.1 a un idéal maximal p,
de Ok. Par abus de notation on note N(v) = N(p,). On voit facilement que la fonction
f — N(v)7*) est une norme ultramétrique sur K que nous noterons | f/s,.

CoroOLLAIRE 4.8 (formule du produit classique). — Awvec les notations ci-dessus si
f est un élément d’un corps de nombres K on a

v place deK

Les places de K sont celles a l'infini i.e. les plongements o : K — C et celles a distance
finie. La formule se déduit aisément de 4.4 et 3.1 quand on note que sur ’anneau O, de la
valuation v : #0, /a0, = N(v)"(@).



Ezercice 4.9 (formule du produit sur la droite projective P') : Soit A = k[T] I'anneau
de polynomes en une variable sur un corps k algébriquement clos. Soit P un point de la
droite affine A'(k) de coordonnée ¢ et soit m, Iidéal maximal de a engendré par T' — ¢.

a) Soit f un élément de a montrer que la valuation v; associée & mp est telle que
ve(f) est Pordre du zéro de f en P.

b) Soit f un élément de a de degré n montrer que f a un pole d’ordre n a l'infini

(i.e. f(T) = uLng(u) avec u = % et g(u) un polynome en u tel que g(0) # 0).
c¢) Posons pour f € k(T'), voo(f) =—(ordre du pole de f a 'infini). Montrer que voo
est une valuation sur k(7).
d) Montrer que Z v¢(f) = 0 pour tout f dans k(7).
tekUoo

Ezercice 4.10 : Soit K un corps de fonctions d’une variable sur un corps ki.e. un
corps qui est une extension finie du corps des fonctions rationnelles k(7). On dira qu’un
anneau a est un ordre de K si a est un k[T] module de type fini contenu dans K tel que
le corps de fractions de a soit K.

a) Etablir que A ~ k[T])™ oun = [K : k(T)].
b) Soit a un idéal non nul de a on pose deg(a) = dimy A/a. Montrer que deg est
un homomorphisme additif de Divy (A) dans N.

c¢) Supposons de plus que k est un corps fini. Montrer que I’ensemble des idéaux a
de A tel que deg(a) < r, r donné, est fini.

5 — La définition locale du degré sur Pic.(A).

DerFINITION 5.1. — On appelle groupe des 1-cycles compactifié de A, et on note
ZY(A) le groupe Z1(A) x R?. On notera Z np[A/p]+ Z Ao [0] un élément générique
pESpec A AEP
de Z1(A).

De méme on définit le groupe des diviseurs de Cartier compactifié de A, et on
note Div.(4) le groupe Div(4) x R?. On a ainsi une injection Div(A) — Div.(A).

On a clairement un homomorphisme de groupes : Div.(4) — Z!(A) qui prolonge
Div(A) — Z1(A) et garde “les composantes & I'infini”.

DEFINITION 5.2. — On appelle degré du 1-cycle compactifié Xn,[A/p] + X\, [0] le
nombre réel
Ynplog N(p) + Xes Ao

ot £, = 1 si o est une place réelle et e, = 2 sinon.

Par composition on a ainsi défini le degré d’un diviseur compactifié. On a I’énoncé
évident suivant :

ProrosiTioN 5.3. — L’application degré : Div.(A) — R est un homomorphisme de
groupes. On la note deg. Si a est un élément de Divy(A) on a, (en le considérant comme
diviseur compactifié sans composante a l'infini) :

deg(a) =log N(a).



Exemple 5.4 : Soit « un élément de a définissons le diviseur (x) = zA — Z eo loglo(z)].
ogEP
On a ainsi un homomorphisme du semi-groupe A—{0} dans Div.(A4) qui se prolonge donc en
un homomorphisme de groupes K* — Div.(A). Nous noterons (f) le diviseur compactifié
associé ainsi a I’élément f de K*. On appelle diviseurs principaux compactifiés les
éléments de I'image de K* dans Div.(A) par cette application. Ils forment un groupe que
l'on note Pr.(A).

ProposiTioN 5.5 (I’homomorphisme Div.(4) — Pic.(A4)). — Il existe un homo-
morphisme naturel Div.(A) — Pic.(A) tel qu’on ait un diagramme commutatif de suites
exactes :

R? — Div.(A) — Div(A) — 0(exp) '4mmdmmimm(R})? — Pic.(A) — Pic(A4) — O4mm4mm00.l

Soit a + Xz, [o] un élément de Div.(A) tel que a soit un idéal — inversible — de A. On
lui associe I’élément de Pic.(A) suivant :
a) le module inversible est a®~!
b) en dualisant I'inclusion a < A on obtient un homomorphisme A — a®~! et on
pose [Im(1)[57 = e~ %
Notons que si L € Pic.(A) et 0 # s € L il provient de I’élément (a; — X log|s|,[o]) de
Div.(A).
L’énoncé de 5.5 est alors clair, 'application Div(A) — Pic(A) est celle de I1.7.

Ezemple 5.6 : Soit x un élément de a et (z) le diviseur compactifié qui lui est associé
(5.4). Alors ’élément de Pic.(A) associé a (x) est 1’élément neutre (A4, (1),).

ProrosiTiON 5.7. — L’application deg : Div.(A) — R s’annule sur Pr.(A) le groupe
des diviseurs principaur compactifiés de a. Elle définit donc un homomorphisme de groupes
que nous noterons toujours deg : Pic.(A) — R. Si L est dans Pic.(A) et si0# s € L on a

#L/As

IT sl

AT

deg L =log

Démonstration : Si x est dans a deg(z) = log N(zA) — Xe, log|o(z)| = log N(zA) —
log | N (x)| qui est nul par la formule du produit (4.4). Pour montrer la fin de 5.7 considérons
I'idéal a, correspondant a s comme dans II 7.4. On a (II 7.8) L/As ~ A/a, et donc
deg L = deg(as — Xycpcolog|s|,) par 5.5. On en déduit la formule de 5.7.

Ezxercice 5.8 : Montrer que le noyau de I'application K* — Div.(A) définie en 5.4 est
égal a (A).

Ezemple 5.9 : Soit t un nombre réel positif et soit L € Pic.(A), on note L; 1’élément de
Pic.(A) obtenu a partir de L en multipliant les normes par ¢. C’est un corollaire de 5.7
que le degré de L; vaut deg L — nlogt.



Ezxemple 5.10 : Soit (z,) € ]Rﬁ et soit (A, (zy)) 'élément de Pic.(A) défini en 2.5. La
proposition 5.7 implique deg(A4, (z,)) = —Xe, log .

6 — Volumes, définition globale du degré.

Si L est dans Pic.(A) le R-espace vectoriel & L ®4 K,, ou K, est égal a R ou C
A<t

selon que o est une place réelle ou une place complexe, est muni d’un élément de volume
canonique, car chacun des L ® 4 K, 'est (1.6).

ProrosiTiON 6.1. — Soit L un module inversible sur un ordre a d’un corps de nombres
de degré n. L’application diagonale L — @& L ®4 K, identifie L a un réseau dans un
AT

espace vectoriel de dimension n sur R.

On sait déja que L est un Z-module libre de rang n (II 4.7). Il nous faut montrer que L
est discret dans &L ® 4 K,. Choisissons un élément non nul s de L, on a une application
injective s : A — L qui envoie 1 sur s. Donc ¢s ® K, est un isomorphisme pour tout o.
On a un diagramme commutatif :

Aps6mmL3mm3mm & K,~6mm & L Q K,.

Soit r = #L/As et soit B un compact dans L ® K, si x est dans LN B alors rx est dans
ANrB. Comme on sait que a est discret dans &K,, ANrB est fini et donc L N B aussi.

[

COROLLAIRE 6.2. — L’application canonique L @7 R —® L ® K, est un isomorphisme.

Un élément L de Pic.(A) possede donc un volume non nul par II 1.12. C’est le volume
de &L ® K, /L mesuré avec I’élément de volume décrit au début de ce paragraphe. Nous
le noterons vol(L).

PRrOPOSITION 6.3. — Awec les notations définies ci-dessus on a pour L dans Pic.(A) :
vol(A)
=deg L .
%8 oLy 8

Choisissons un élément s non nul dans L. On a une suite exacte :
0—-A—L—L/As—0.

Les applications A ® K, — L ® K, ne conservent pas forcément les volumes. L’image du
disque unité & gauche est ’ensemble des éléments de L ® K, tels que |z|, < |s|, et a donc
pour mesure 7|s|% si o est complexe et 2|s|, si o est réelle. Le volume est donc multiplié
par H |s|5 dans I'application A ® K, — &L ® K,. On a donc, par la suite exacte notée

o€
plus haut :

vol(L). #(L/As) = vol(A). [] (s)5"-

oED



Ceci montre 6.3 vu 'expression 3.7 du degré. On peut bien entendu se servir de 6.3 comme
définition du degré sur Pic.(A). C’est une définition globale par opposition a la définition
locale 5.7. Il est moins évident sur 6.3 de montrer I’additivité du degré. Cette situation est
celle qu’on retrouve dans le théoreme de Riemann-Roch sur les courbes algébriques. Nous
verrons plus bas une interprétation encore plus “Riemann-Roch” de la formule 4.3.

7 — Sections d’un module inversible compactifié, théoreme de
Riemann-Roch.
Nous rejoignons ici les problemes de la “géométrie des nombres” chere a Minkowski.

DEFINITION 7.1. — Soit L un élément de Pic.(A) on appelle section de L un élément s
du module inversible sous-jacent tel que |s|, < 1 pour tout o place a linfini. L’ensemble des
sections de L est noté H°(L). Si on note B la boule unité de DL K, on a H°(L) = BN L.

REMARQUE 7.2. — Un module inversible compactifié L étant discret dans &L ® K,
(6.1), H°(L) est un ensemble fini.

Ezemple 7.3 : On a : H°(A) = {0} U (A). En fait pour tout L dans Pic.(4), (A) agit
sur H°(L), cette action est libre sur H°(L) — {0}.

2" g2

DEFINITION 7.4. — Soit L un élément de Pic.(A) on pose xs(L) = log —vol(L)'

Nous allons montrer que x,(L) est une “approximation” de log(#H(L)) ce qui explique
le nom de la remarque suivante.
REMARQUE 7.5 (théoréme de Riemann-Roch). — On a la formule :

XS(L) =deg L+ Xs(A)'

Cette remarque est équivalente a la proposition 6.3. Nous avons mis un indice s a our
S

spécifier que nous avons mis dans la “machine” le volume de la boule unité pour la norme

“sup” : 272, On aurait une formule de Riemann-Roch avec n’importe quelle constante

. ’ N / 2T1 7_(_7'2
ajoutée a xs. Par exemple on peut prendre x(L) = —logvol(L) ou x'(L) = log T vol(L)

comme nous en aurons besoin plus bas.

Le nom de théoreme de Riemann-Roch vient du cas des courbes C projectives
et lisses sur un corps k. Si L est un fibré en droite sur C' (i.e. localement un module
inversible) on a une notion de degré pour L et on a une notion de section globale
H°(C,L). On a aussi un H*(C, L), le théoréme de Riemann-Roch sur C s’énonce : posant

x(L) = dimy H°(C, L) — dimy H*(C, L) on a
X(L) = deg L+ x(Oc)

le terme H'(C, L) est le “terme d’erreur” (dii & Roch) dans x(L). Il est nul quand deg L est
assez grand et donc y est une “approximation” de dimj H°. Quant au “terme constant”,
1 — x(O¢) 1l s’interprete différentiellement sur C' : c’est le nombre de différentielles
globales k-linéairement indépendantes sur C. Nous verrons plus loin une interprétation
“différentielle” du volume de A en passant par le discriminant et la différente.



V — Les théorémes classiques de la théorie
des nombres algébriques

Nous avons dans les chapitres précédents développé des notions qui vont nous permettre
de comprendre avec aisance la démonstration des premiers théoremes de la théorie
des nombres algébriques. Les preuves présentées ici different parfois de celles données
classiquement.

1 — Trois lemmes techniques.
Les lemmes ci-dessous ont des paralleles exactes pour les “fibrés inversibles” sur les
courbes algébriques projectives.

LeMME 1.1. — Soit L € Pic.(A) tel que deg(L) < 0. Alors H°(L) = 0.
SiO%SELonadegL:logfﬁlfT/’éS

(en particulier si chaque |s|, < 1) on a degL > 0.

Ce lemme justifie le “signe” que nous avons pris pour le degré; il aurait été dommage,
et contraire a ’analogue géométrique, que les sections non nulles ne forcent pas un degré
positif ou nul.

(III 5.7) comme #L/As est un entier, si IT|s|57 <1

LEMME 1.2. — Soit L un A-module inversible compactifié tel que deg L = 0. Alors si
HO(L) #0 L est égal a A dans Pic.(A).

Regardons toujours la formule III 5.7 si log f‘[fs/és =0 et chaque |s|, < 1lona:
a) L= As
b) |sl, =1 Vo.
La condition a) implique que comme élément de Pic(A) L est égal a A. La condition b)
dit que 'application s : A — L telle que ps(1) = s, est une isométrie. []

Le troisieme lemme est fameux, et du a Minkowski. Nous en donnerons deux
démonstrations.

Rappelons que nous avons défini au IIT 7.5 x/(L) = log —23 :;522[/)

LeMME 1.3 (Minkowski). — Soit L € Pic.(A) tel que deg(L) > —x'(A) alors H(L) # 0.
REMARQUE 1.4. — D’apres 111 6.3 deg L > —x’(A) est équivalent & x'(L) > 0 ce qui

rend 1.3 semblable & 1’énoncé géométrique x (L) > 0 alors H°(L) # 0. Notons d’autre part
que nous savons par [V que si da est le discriminant de A sur Z on a

X'(4) = Tog(lda ()",

On reconnaitra de cette facon I’énoncé classique du lemme de Minkowski sur les points d’un
réseau L dans un convexe compact symétrique B : si vol(B) > 2" vol(L) alors L N B # 0.
Dans 1.3 B est la boule “unité” dans &L ® K,,.



Nous donnons ci-dessous deux démonstrations de ce lemme sous cette derniere forme.

Premiere démonstration. Les translations dans R™ laissant invariante la mesure de
Lebesgue, on a une mesure induite sur R"/L. Si B — R™/L était injective on aurait
vol(B) < vol(L). Si vol(B) > 2"vol(L) c’est que l'application 3B — R™/L n’est pas

injective. Donc il existe x et y dans B, distincts tels que %:1: — %y € L. Puisque B est

symétrique —y est dans B, et comme il est convexe %x + %(—y) € B. []
Deuxiéme démonstration  (Mordell). Par la  proposition III 7.6
vol(B) vol(B)

Si on a > 2" et m assez grand on a

27 (#2B O L) o T vol(L)

#2mB N L > 27"+t Notant que #L/kL = k™ pour tout entier k, on déduit que
I'application 2" BN L — L/2™T1L n’est pas injective. Il existe alors = et y dans L, x # v,
r €2MB,y € 2"B et x —y € 2™ L. Ecrivant 2 5 (5m) — %(2,”) € L cet élément non nul
appartient a B par symétrie et convexité. []

Ces deux démonstrations montrent que B N L # 0 deés que vol(B) > 2"vol(L).
Pour passer a I’inégalité large supposons vol(B) > 2" vol(L) alors, pour tout e >0
vol((1+¢)B) > 2" vol(L) pour tout entier n on a donc un élément 0 # x,, € (1+ = )B NL.
Chacun des z,, est dans 2B N L qui est fini, on a donc une sous-suite infinie z,,, qui est

constante (pincipe des tiroirs). Posant x = z,,, Yion a0 # z € LN (N(1+ %)B) Comme
la suite n; est infinie N (14 = n;)B=DB. 0

2 — Finitude de Pic(A) et simple connexité de Spec Z.
ProrosiTiON 2.1. — Le groupe de Picard d’un ordre d’un corps de nombres est fini.

Soit L € Pic(A), munissons le de métriques a l'infini tel que degL = —x'(A) (en
prenant par exemple un élément non nul de L et en fixant ses normes en chaque place o).
Par 1.3 il existe s € L tel que |s|, < 1 Vo, l'idéal a, correspondant (II 7.4) est tel que
log N(as) < —x'(A) par II 7.8. Par le deuxieme lemme de finitude III 3.7 ensemble des
idéaux de norme bornée par e~ X () est fini. Cet ensemble s’envoyant par II 7 surjectivement
sur Pic(A) la démonstration est terminée.

ProposiTION 2.2 (Théoreme d’Hermite et Minkowski). — Soit K un corps de nombres
de degré n > 2 et soit A un ordre de K. Alors son discriminant da n’est pas égal a +1.

En opposant les lemmes 1.1 et 1.3 on voit que —x’(A) > 0 car Pic.(A) %8 R est

surjectif. Soit |d4|'/ 2( )"2 > 1. Ceci prouve 'assertion 2.2 quand ro > 0. En fait 'autre
partie de la demonstratlon que nous donnons ci-dessous prouve —x’(A) > 0 dés que K n’est
pas un corps quadratique imaginaire. Comme on a —x’(A4) > 0, supposons —x'(A) = 0.
Par 1.3 tout élément de Pic.(A) de degré zéro aurait une section non nulle, et par 1.2
serait égal a A dans Pic.(A4). Nous allons montrer ci-dessus que si r; + 7, — 1 > 0 alors
il existe (z,) € Rﬁ tel que (A,z,) (notation III 2.5) ne soit pas égal & A dans Pic.(A)
bien que deg(A, (z,)) = 0. Par III 2.3 (A,z,) = A si et seulement si il existe une unité
u € A* telle que z, = |o(u)| pour tout o. Il nous reste & montrer qu’il existe (z,) € Rf_



tel que IlzSs = 1 (i.e. deg(A,z,) = 0) et (z,) ¢ o(A*) des que r1 + 13 —1 > 0. Or
o(A*) est discret dans R? (premier lemme de finitude II 4.8). En prenant les logarithmes
des coordonnées on a un espace vectoriel sur R de dimension 1 + ro — 1 > 0 dans lequel
log o(A*) est discret, la proposition est donc démontrée.

Ezercice 2.3 : Montrer que pour tout ordre A d’un corps de nombres K de degré n > 2
once —x'(A) > 0.

REMARQUE 2.4. — On a vu au chapitre IV que 'ensemble des diviseurs premiers
du discriminant de K est exactement l’ensemble des nombres premiers qui se ramifient
dans K, i.e. c’est le support de Q}QK Iz L’énoncé 2.2 signifie donc qu’un morphisme
Spec A — SpecZ, ou Spec A est connexe ne peut étre non ramifié i.e. SpecZ est
simplement connexe. Ce résultat est a rapprocher du fait que la droite projective IP’}€
— sur tout corps — est simplement connexe. Pour les morphismes a fibres de dimension
plus grande — par exemple le cas ot les fibres sont des courbes algébriques ou des variétés
abéliennes des résultats analogues — parfois tres difficiles — ont été obtenus ([F] sur SpecZ,
[M-B] et [Sz] en caractéristique positive).

3 — Le théoréme des unités de Dirichlet.

Soit W T’hyperplan de R? défini par I'équation Ye,z, = 0, nous avons déja vu que
I'application logo : AX — R? qui envoie une unité u sur le vecteur de coordonnées
(log |o(u)])sey envoie A* dans W. Par le premier lemme de finitude II 4.8 I'image de
A* dans W est discrete. Nous allons préciser cet énoncé.

ProposiTION 3.1. — Le sous-groupe log oc(A*) de W est un réseau.

COROLLAIRE 3.2 (théoréme des unités de Dirichlet). — Soit A un ordre d’un corps de
nombres K, alors le groupe des unités contient un sous-groupe fini (A) formé des racines
de l'unité dans A et le quotient est un groupe libre de rang r1 + ro — 1.

Nous montrerons 3.1 en montrant qu’il existe deux nombres réels a < [ tels que
I'application [a, 8] N W — W/log o (A*) soit surjective.

Ainsi W/logo(A*) sera compact pour lo topologie quotient de celle sur W ~
R71+7271Gj le rang de logo(A*) était plus petit que r; + ro — 1 on aurait un entier a
non nul et un homéomorphisme W/ logo(A*) ®z R ~ R* qui n’est pas compact.

Fixons un élément Ly = (A,2%) de Pic.(A) qui soit de degré —x'(A) i.e. tel que
II(22)%> = X' (1) Dans III 2.8 et III 5.3 'ensemble des éléments de Pic.(A) dont le module
inversible sous-jacent est A et dont le degré est —x’(A) est le “translaté” multiplicatif de
Ly par Rﬁ@/ o(A*), ot nous avons noté Rﬁ@ I'ensemble des éléments (Y, )oscq de Rﬁ tels
que ITY:> = 1. Soit {(a1A), (a2A),...,(asA)} 'ensemble fini des idéaux principaux non
nuls de A dont la norme est au plus e =X (4) (ITI 3.7). Soit (A, z,) dans Pic.(A) tel que
Mz = eX' (D je. deg(A, z,) = —x'(A), par 1.3 il existe 0 # a, € A tel que |o(ag)|z, < 1
quel que soit o i.e. a; € H((A,z,)) on a : e X' () = deg(4,z,) > N(azA). Donc (a,A)
est égal a I'un des idéaux (a;A). On a ainsi une unité u, € A* telle que a, = u,a; et
lo(ug)|ze < m Vo. Posons ¢ =Sil’l.§) (Wzi)O’ I'élément (y, = |o(uz)|2o)oecy est dans
[co, c1]? ol ¢y = e_X/(A)c%_" puisque 1IySs = e~X'(4)_ On notera que c¢; > 1 car l'idéal
1.A est de norme < e X (4, Par II1 2.3 (%) (A, z,) = (A, y,) dans Pic.(A). Les éléments



k) sont dans R? ; 0 [—C0— € 1% Lrapplication R? , N [—C0 - & 1%

(xg oEd 1 Lsup2)” inf a:O} bp 1 Lsup 2Y” inf azg}

Rﬁ /o (A%) est surjective par (x). Posant a = log —0— et § = log —S1 en prenant les
’ Sup infx_

logarithmes on voit que I’application canonique W N|a, 8]? — W/ log o(A*) est surjective.

0

o

Exercice 3.3 : Soit A = Z[\/i] trouver un générateur du Z module libre de rang 1
A*/(£1).

4 — Extensions a ramification donnée.

Le but de ce paragraphe est de montrer que si on fixe le support du discriminant et le
degré d’un corps de nombres K, alors il n’y a qu'un ensemble fini de corps K possibles.
Ce théoreme est a rapprocher d'un théoreme classique de Riemann : les revétements finis
de degré fixe, de la sphere privée d’un ensemble donné fini de points sont en nombre fini.

Montrons d’abord que le discriminant “borne” le degré

ProprosiTiON 4.1. — Soient K un corps de nombres de degré n, A un ordre de K et da
s

son discriminant. Alors on a 4d% > (T)”.

S’il y a 75 places complexes on a vu que |da|'/? > (%)’"2. Donc si n = 2ry (i.e. 71 = 0)
4.1 est démontré. Si 7y # 0 le nombre complexe i tel que i> = —1 n’est pas dans K.
Soit L = KJi|] et B = AJi], par la formule de “transitivité des discriminants” on a
dp = d4Norme(dp /4). Or Norme(dp/a) = 4 et appliquant le cas précédent a B ordre
de L on a 4d% > ()" ]

ProprosiTioN 4.2 (théoreme d’Hermite). — Il n’y a qu’un nombre fini de corps de
nombres de discriminant donné.

Considérons Iélément (A, (217717 72eX'(4) 2. 2)) de Pic.(A) (notation III 2.5). Son
degré est exactement —x’(A), il existe donc (lemme 1.3) un élément = de A tel que, en
indexant les places a l'infini :

o1 (z)] < 2 +ra—1,=x'(A)

oi(x)| < = Vi>1.

DN | =

Siry # 0 et o est une place réelle un tel élément est un élément primitif de K sur Q.
Sinon par II 3.4 il existerait ¢ > 1 0y (x) = 0;(z) ce qui n’est pas puisque II|o;(x)|** =1 et
loi(z)] < 1 pour i # 1. L’énoncé 4.2 est alors démontré par le premier lemme de finitude
IT 4.8.

Si toutes les places sont complexes et si x n’est pas un élément primitif de K sur Q,

comme o1(x) # o;(x) i > 1 c’est que o1(x) = o1(x) et que [K : Q[z]] = 2 (toujours par
IT 3.4). On a donc un corps Ky = Q[z] qui est dans une liste finie par IT 4.8. Si K = K|i]
avec i> = —1, K est aussi dans une liste finie. Sinon i ¢ K. Considérons alors L = K[i], on

a|dr| < 4d% card Ali)/a = Normey,/7,(2i) ot A = O . Reprenant le raisonnement du début
on trouve un élément y de L entier sur Z, dont toutes les valeurs absolues sont bornées,



soit c¢’est un élément primitif de L sur Q, soit Q[y] = Lo et [L : Lo] = 2. Alors I’élément 14
n’est pas dans Lg et L = Lg[i]. Les corps Q[y| étant dans une liste finie les corps L aussi. Il
nous reste a montrer que K est dans une liste finie. Pour ceci on peut par exemple, sachant
que Aut(L/Q) est fini, remarquer que K est un corps fix par un automorphisme de L sur

Q. Il

REMARQUE 4.3. — Les démonstrations habituelles de 4.2 utilisent quand K est imagi-
naire un autre convexe symétrique compact pour conclure (cf. par exemple P. Samuel [Sa]).
Ici comme en 4.1 et en 2.2 nous avons conservé la technique : “un élément non nul dans
HO(L) doit étre significatif”. Le prix que nous payons dans ces trois cas est de regarder
de plus pres des extensions quadratiques imaginaires. Dans mon esprit il est satisfaisant
de penser que les corps quadratiques jouent le role spécial des courbes hyperelliptiques en
géométrie algébrique.

VI — Hauteur des points rationnels

d’un schéma sur un corps de nombres

Nous définissons dans ce chapitre la hauteur d’un point rationnel sur K comme le
degré d’Arakelov (II1.5) d’un élément qui lui est associé dans Pic.(Ok). L’intérét de cette
présentation sur celle classique d’A. Weil est que les fonctions obtenues sont bien définies
et non plus a constante pres. Nous montrons quelques propriétés des hauteurs : théoreme
de Northcott, contrexemples a des énoncés facheux- - -

1 — Fibrés inversibles métrisés sur un schéma sur C.

Si X est un schéma sur C et si L est un faisceau inversible sur X, pour chaque point
P € X(C) la restriction L|p est un espace vectoriel de dimension un sur C. Nous allons
“étendre” a cette situation plus globale (!) les notions de III.1.

DErmNiTION 1.1, — Soit X 5 Spec C un schéma sur C et L un faisceau inversible sur
X. On dit que L est métrisé si :

a) pour tout point P de X (C), l’espace vectoriel L/ P est muni d’un produit scalaire
hermaitien non dégénéré.

b) Pour tout ouvert U de X et toute section s € I'(U, L) la fonction U(C — R),
qui a P associek |s(P)|, est continue pour la topologie usuelle.

LEMME 1.2. — Soit X un schéma projectif sur C et soit L un faisceau inversible sur X .
Alors si, |- |1 et |- |2 sont deux métrisations de L, il existe une constante C telle que pour
toute section s de L sur un owvert U de X |s(P)|1 < C|s(P)|2 pour tout point P de U(C).

Par la proposition III 1.2 pour tout point P de X (C) |-|1 = A(P)|-|2 ou A(P) € R}. En
choisissant une section locale de L au voisinage de chaque point P € X (C), la propriété
b) de 1.1 montre que A : X(C) — R, est une fonction continue pour la topologie usuelle.
Le schéma X étant projectif sur C, 'ensemble de X (C) de ses points sur C est compact

pour la topologie usuelle (c’est un fermé de P*(C)). La fonction A(P) est donc bornée sur
X(C).

Exemple 1.3 : (Métrique de Fubini-Study). Soient n un entier et P = P¢ I'espace
projectif de dimension n sur C. Munissons V' = T'(D,0Op(1)) d’un produit scalaire



hermitien non dégénéré tel que les n + 1 sections canoniques V (cf. 1.5.6) forment une
base orthonormale de V. Le faisceau inversible Op(1) étant engendré par ses sections on
a un homomorphisme surjectif de faisceaux de Op -modules :

0:0p®cV —O0p(l) = 0.

Pour chaque point @ de P(C) on a ainsi un homomorphisme surjectif f : pg : V —
Op(1);g — 0 de C-espaces vectoriels. On munit Op(1)p du produit scalaire hermitien
obtenu en écrivant que Op(1)q est orthogonal au noyau de ¢¢. Autrement dit la longueur
d'un élément de Op(1)|q est la distance d’un relevement dans V' au noyau de ¢q. Soit
Sp - - - Sy, est une base orthonormale de V. Si e est une base de O p(1)|Q sur C les nombres x;
définis par : z;e = @ (s;), sont les coordonnées homogenes du point (). Un vecteur normal
T
(Z]w;]2)1/2
s = X\;s; & cet hyperplan, on prend le produit scalaire (s - 1) ce qui donne la formule :

un unitaire a 'hyperplan ker ¢ est alors ( ) = 7g. Pour obtenir la distance de

[ea(s)] = 15(Q)| = i -

Cette fonction sur P"(C) est bien continue (elle est méme réelle analytique).

2 — Modeles entiers des schémas sur un corps.

Il y a plusieurs facons de “chasser les dénominateurs” dans les équations d’un schéma
sur corps. Il y a aussi plusieurs fagons d’écrire un schéma comme fermé d’'un P% ou d’'un
A% . La notion de “modele” tient compte de ces phénomenes.

DErFINITION 2.1. — Soient A un anneau intégre et K son corps de fractions. Si

Xk EA Spec K est un K -schéma on appelle modéle de fsur A, un A-schéma X 2> Spec A
tel que g Xspec 4 Spec K = f. Un modéle de f sur A est aussi appelé un modeéle de Xy
sur A.

Ezemple 2.2 : P} est un modele de P% sur A. Ce n’est pas le seul modele projectif de
P’% . En effet I’éclatement d'un sous schéma Y fermé de P’} tel que Y Xgpec a4 Spec K soit
vide donne un autre modele.

Ezemple 2.3 : (Chasser les dénominateurs). Si X est un sous schéma fermé de
P défini par les équations homogenes a coefficients dans K (F;(Xo,...,X4))i=1..... En
multipliant les F; par un élément de A de telle facon que les coefficients de ces polynomes
soient dans A, on a construit un modele X de Xy qui est un sous-schéma fermé de P’}.
On a donc trouvé par la méme occasion un “modele” de Ox, (1). Formalisons cette notion
par une définition :

DEFINITION 2.4. — Soient A un anneau intégre, K son corps de fractions et X EA Spec A
un A-schéma. St Fx est un faisceau de Ox,. -modules sur X on appelle modele de Fg
sur A un faisceau de F de Ox-modules tel que F ®o, Ox = Fik.

REMARQUE 2.5. — On a ainsi défini la notion de modele d’un couple (X, Fx) ou Xk
est un K-schéma et Fx est un faisceau de Ox, -modules. De méme on a la notion de
modele entier d’'un K-morphisme de schémas.



Ezxemple 2.6 : Soient P un point rationnel sur K d’un schéma projectif X g sur un anneau
de Dedekind A. Alors la section sp : Spec A — X correspondant a P est un modele entier
du morphisme Spec K — X

ProrosiTiON 2.7. — Soient K un corps de nombres des schémas, Xx un schéma
projectif sur K et Lx un faisceau inversible sur Xy . Soient (X1,L1) et (Xa,Lo) deux
modeéles de (Xk, Li) sur Ok. Alors il existe un entier n, ne dépendant que des (X;, L;),
tel que pour tout corps de nombres L contenant K.



