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Abstract. In this article the degree of the discriminant of an elliptic pencil on a projective curve

is upper-bounded by using the degree of its conductor and the genus of the base curve. This is
done in the most general case, extending a method and a result of Szpiro (1981 and 1990a) and a
result of Hindry and Silvermann. The difficult part, dealing with characteristic 2 and 3 and additive
reductions, need the introduction of a new object — which we called ‘conducteur efficace’ — defined
by using differentials and interestingly comparable to the usual conductor. This article ends with a
few results in the arithmetical case — case corresponding to an inequality conjectured by the second
author in 1978: (1) the proof of this inequality in the potentially good reduction cases; (2) the passage
from the semi-stable reduction to the general case for a strong inequality.

Mathematics Subject Classifications1991):11G05, 11GO07.
Key words: elliptic curves, conductors, discriminant.

Résumé.Dans cet article est exhibée une majoration du degré du discriminant d'un pinceau de
courbes elliptiques par le degré de son conducteur et le genre de la courbe de base. Cette majoration
est obtenue dans le cas le plus général, elle constitue une extension de la méthode utilisée dans
Szpiro (1981 et 1990a) et généralise les résultats similaires obtenus dans Szpiro (1990a) et dans
Hindry and Silvermann. Les cas difficiles — lorsque la caractéristique est 2 ou 3 et les rédutions
additives — nécessitent 'introduction d’'un nouvel objet appelé ‘conducteur efficace’ défini a I'aide
des différentielles et qu'il est intéressant de comparer au conducteur usuel. Cet article se termine par
quelques résultats dans le cas arithmetiqgue — cas correspondant a une inégalité conjecturée par le
second auteur en 1978: (1) la démonstration de cette inégalité pour les courbes ayant potentiellement
bonne réduction; (2) le passage du cas semi-stable au cas général pour une inégalité forte.

Mots-clés:courbes elliptiques, conducteurs, discriminant.

0.1. INTRODUCTION

Comme il est montré dans le séminaire [Szp90b], de nombreux problémes dio-
phantiens d’effectivité sur les points rationnels des courbes se raménent ou sont
équivalents a I'inégalité conjecturée par le second auteur desD9B2 < F¢ .,

ou Dg/k est le discriminant d'une courbe elliptique sur un corpsk’, F¢/x son
conducteur et une constante ne dépendant queklel'inégalité de Parshin—
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Bogomolov—Miyaoka? < 4c,, les conjectures de Vojta en dimension 1, les ‘bons’
Mordell effectifs sont dans cette catégorie.

Cet article s'attachera essentiellement au pendant géométrique de cette con-
jecture. Ainsi déterminerons-nous une majoration du degré du discriminant d’'un
pinceau elliptique sur une courbe projectivel’aide du degré de son conducteur
et du genre de la courbe. Cette inégalité a déja été établie dans le cas d’un pinceau a
réductions semi-stables [Szp81], [Szp90a] par le second auteur ou pour un pinceau
a réductions quelconques dans le cas ou le corps de base a une caractéristique
nulle [HS88]. En s’inspirant de [Szp90a] nous traiterons le cas le plus général.
Le conducteur est alors beaucoup plus complexe que dans les cas étudiés dans
[Szp90a] et [HS88] car il comporte une partie ‘sauvage’ dont la définition fait appel
a la cohomologié-adique.

On commencera (Sect. 1) par rappeler la définition du conducteur et divers
résultats connus qui y sont associés, puis nous introduirons (Sectdjdecteur
efficacequi nous permettra d’'étendre la démonstration de [Szp90a] au cas général
lorsque lemorphisme de Kodaira—Spencelest pas nul. On démontrera ensuite
(Sect. 3 et 4) que ce conducteur efficace est toujours inférieur au conducteur usuel.
On établira en (Sect. 5) que I'inégalité est encore valable dans le cas isotrivial (avec
pour exception le cas d’un prodiit x E ou E est une courbe elliptique) et enfin,
on terminera la démonstration (Sect. 6. et 7) en réduisant le cas général au cas semi-
stable, ce qui nous permettra d'obtenir I'inégalité cherchée lorsque le morphisme
de Kodaira—Spencer est nul.

Pour lespinceaux elliptiques sur les spectres d’anneaux d’entiers algébriques
on montrera (Sect. 8.), par une méthode identique, qu’une ‘conjecture du discrim-
inant’ forte se réduit au cas semi-stable. On prouvera également (Sect. 5) que la
norme du discriminant divise la norme du conducteur a la puissance 5 lorsque la
courbe elliptique a potentiellement bonne réduction.

0.2. ENONCE

Soientk un corps quelconque (dont la caractéristigupeut éventuellement étre
égale & 2 ou 3)¢ une courbe projective lisse skide genreg et géométriquement
connexeE une surface lisse séret f: E — C un morphisme propre et plat, dont

la fibre générique est une courbe elliptique lisse (possédant par définition un point
rationnel) et géomeétriquement connexe sur le corps de fonctioas datrement

dit, f est un modéle régulier de sa fibre générique, et I'on suppose de plus que
est minimal. On appellera alorg ‘pinceau elliptique sur C'. On impose aucune
condition sur ses fibres spéciales (elles peuvent étre a réductions additives).

THEOREME 0.1 Avec les notations précédentes, D5, ¢ est le diviseur discrim-
inant de f et ¥x,¢ son diviseur conducteur, lorsqug n’est pas isotrivial on a
degDg/c < 6p°(2g — 2+ deg Fg/c), ou p¢ est le degré d’'inséparabilité du
morphismej déduit def allant de C dans la ‘droite universelle’ des courbes de
genresl (on convient de le prendre égallasi p = 0).
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Lorsquef est isotrivial, I'inégalité est encore valable en remplacaritpar 1
a la condition quef ne soit pas trivial quang = O.

Toute extension du corps de base ne changeant pas cette inégalité, il est suffisant
de la prouver pouk algébriquement clos, hypothése que nous ferons dans la suite
de cet article.

1. Conducteur d'une courbe elliptique

Groupes de ramification supérieursSoit K un corps local complet de caractéris-
tique résiduellep, L une extension galoisienne dé&, L est également un corps
local complet ([Ser68], Il, 2, Prop. 3) et 'on note sa valuation normalisée. Soit
G(L/K) le groupe de Galois dé/K, pour tout entiei > 0 on définit leieme
groupe de ramification d&/K par

G,(L/K)={c e G(L/K) : vp(a¢° —a)>i+1 VNaeR;}
on noteg;(L/K) le cardinal deG; (L/K).
Ces groupes vérifient ([Ser68]), IV):

(1) Go(L/K) est le groupe d'inertie d&/K.

(2) G;(L/K) = 1 pour i assez grand.

(3) G1(L/K) est unp-groupe,L/K admet de la ramification sauvage si et seule-
ment siGy(L/K) # 1.

Mesure de la ramification sauvage Soit M un G x-module fini de/-torsion,l #
p, etL/K une extension galoisienne dont le groupe de Galodit triviallement
sur M, on définit

5(K, M) = Z g’ELﬁK; dimy, (M MO /9y,

c’est un entier qui ne dépend pas de I'extension choisie [Ogg67].

Conducteur Soit E une courbe elliptique sur un corps local compietla valu-
ation du conducteur de E est définie par

F(E/K) =¢e(E/K) + (K, E[]),
ou E[I] est le module des points deorsion deE sur K, #£ p, et
e(L/K) = dimg, (V,(E)/ V,(E)P0K/5),

ouV/(E) = T)(E) ®z Q; avecT;(E) module de Taté-adique, soit(L/K) =0, 1
ou 2 respectivement quand la réduction est bonne, multiplicative ou additive. Ce
conducteur local vérifie les propriétés suivantes:

PROPOSITION 1.1(1) f(E/K) estun entier indépendant de
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(2) Lorsque la réduction est bonne ou multiplicative, ou lorsque la cara-
ctéristique du corps résiduel est différenteiet3, on a f(E/K) = ¢(L/K).
(3) D’aprés OggOgg67 et Saito[Sai8g, on a

v(Dg/x) = f(E/K) +my — 1.

Le conducteur d’'une courbe elliptique sur un corps glagbalst alors définit par

Frk = [Loew, P’ E/5), 00 My est l'ensemble des places finies Keet lesk,
sont les corps locaux complétés associés a ces places. Pour un pinceau elliptique
sur une courb& on a¥g,c = Fg/x(c) OUK(C) est le corps des fonctions de

2. Majoration du discriminant

Soit P un schéma lisse suf tel queE s’identifie a un sous-schéma fermé He
Soit { le faisceau d'idéaux correspondanta E étant localement d'intersection
compléte et géométriquement rédult/4? est localement libre et on a la suite
exacte 0— /4% - Q3 ® Op — Q- — 0. Lapplication a gauche est
injective parce qu'elle I'est sur la fibre génériquel¢tl? est localement libre. Le
faisceau dualisant relatif d&/C s’écrit alors

WEg/c = Hom(det(4/4?), dei(sz,lp/c ® OF)) ([Harr7 I, 7,11
et il existe une application naturelle

Q: QlE/C — wg/c
T > (n—>nAT).

Dans le cas ol est a réductions semi-stables, les fibres spéciales singulieres
de f ont pour points singuliers un nombre fini de points doubles (ensemble de
codimension 2 dang). En ces points singuliersz}f/c est de dimension projective

inférieure & un, E étant de dimension<2; . est de profondeur supérieure a un.

Aussi Q}E/C ne peut-il pas avoir de torsion a support de codimension 2, or il est

localement libre en dehors des points doubles, il est donc sans torsion.
L'applicationg est alors une injection, ce qui n’est plus vrai dans le cas général.

On noteN son noyau (le sous-module de torsion@%/c), C son conoyau, e/

le faisceau de modules s@r tel que

O—>N—>Q}E/C—>M—>O,
O—)M—)C()E/C—)C—)O
En appliguant le foncteuf, a ces suites exactes on obtient

0— fiN — fiQ%,c — fiM — R*f.N,
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0— fiM — fiwg;c — fiC.

E etant elliptique f.wr/c = wg estlocalement inversible etz = f*wg (ce
qui se prouve en remarguant que la formule d’adjonction implique que l'intersection
dewg,c avec tout diviseur vertical est nul). On en déduit giy8/ est également
inversible.

N est a support dans les fibres singulieres dfn¢ et R* f, N sont a supports
finis dans les points de la base correspondant a ces fibreg) Soif’, en repren-
ant la classification donnée par Néron [Nér64] et les notations de Tate [Tat75] on
obtient :

— Si f71(Q) est une fibre de type multiplicatif ou de type I, Ill, ou IV, elle est
réduite et singuliere en un nombre finis de points en dehors deﬁqgggsest
localement libre. Par la remarque faite plus hautest nul sur cette fibre et
(feN)o = (R*f.N)o =0.

— Si f71(Q) est une fibre de typg |1, IV*, IlI* ou II*, elle est composée det

ayant 1,2, 3, 4,5 ou 6 comme multiplicités, et se croisant normalemyent) o
et (R f.N)o sont a priori non nuls.

2.1. DESCRIPTION LOCALE

Soit P un point fermé deE et Q = f(P) son image dang€. On notexr
l'uniformisante de®c ( et, par abus de langage, on posera égalemest f*7.
Onnoteral » I'idéal de@g p tel queMp = Lp.wg,c p. Onva étudier les différents
cas de figures locaux possibles pour les fibres de typds IV*, IlI* et II*.

Soit P un point quelconque d’une fibre spécial de I'un de ces types. Dans cette
fibre, P est ou bien un point d’intersection transversale entre detige multipli-
citési et j, ou bien un point simple d’uP! de multiplicitéi. E étant régulier en
P, on peut, aprés complétion, écrire son anneau local sous la forme

@E’P_ k[[x,y,ff]] _

’

 (um —xly))

avecu inversible dans[[x, y, 7]], et en posanj = 0 si P n’est pas un point
d’intersection.

Sila caractéristique dene divise pas a la foiset j, par changement de variable
on peut écrire

Opp = kl[x1, ylﬂf]] _a
(T —x1y1)
dou
Adx; @ Ady,
AG My T G dyg + iys dg))

(p:Q:lLE/C,P: —)a)E/CQPZAd.Xl/\ dyl
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i — i—1,. .
Vi (a = av AXx) ly{ (jx1dyy 4+ iyp dxy)).
Son image dangg, ¢, p est alors donnée par

7o g-1 . = i
Lp = (xiyl 7 ixi7ty]y,

et son noyau est

o Myl | Mool |
Np= =03 (aydyy +iyede)  ou ——221ldy si caith) |,
Xy ) (x3y1 )

7 appartient alors & p et annuleNp.

On notevp le plus petit entier natureb tel que (7")wg,c.p C Mp. Dans
les cas précédents onva = 1 si P n'est pas régulier dans sa fibnee(, autre
qu’un point d’un?! de multiplicité 1 qui ne soit pas d’intersection). Etant donné
que fu,M = wp(— ZQec apQ), aveCay = Maxp ;-19)(vp), vp €Xiste méme
lorsque la caractéristique dalivise a la fois et ;.

Soit égalemen » le plus petit entier naturel tel quesr” annuleNp, up est nul
si P est un point régulier dans sa fibge, < 1 dans les autres cas étudiés plus haut.
Plus généralement étant régulier dang, I'idéal maximal associé est engendré
par deux éléments et y. Il existe alors localement eA un polynomey tel que
m = f(x,y). vp estalors le plus petit entiertel quer” € (3f/dx, df/dy) etup
est le plus petit entier tel que le pgced déf/dx etdf/dy diviser*. L'existence
devp implique donc celle dewp, 1 p étant toujours inférieur ap.

Alors N\ -1, €st unOg, o sSchema ave@, = MaXpc 10, (1p). @ €tant
supérieur By, les(R’ f*N), sont donc toujours de(QC,Q/mZQ modules.

On aura cependant besoin d’une description un peu plus fine

LEMME 2.1. Soientn un entier naturel,Q un point quelconque d€, S un en-
semble de points isolés d&1(Q), siup < n pour toutP € £1(Q)\, alors
(Rf.N)o estun®,, module.
Soit A le faisceau de module tel que I'on ait la suite exacte

0>A—->N-— ffO,0®N — 0.
En appliquant le foncteuf, a cette suite exacte, on obtient

R'f.A — R*f.N — 0,0 ® R*'f,N — 0,
avecR! f,A = 0 carA est a support dans des points isolés.

On notera désormaisg, le plus petit entier tel queR! £, N), soit un@c,Q/m’é
module.
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2.2. CONDUCTEUR EFFICACE

Soit maintenant/’ le module inversible sut tel que I'on ait les suites exactes

0— fiN - fiQpc— M — 0,

0> M — fM=wg —ZaQ — RYf.N.
QeC

D’apres la section précedent®’ = wg(—Fg/c), la deuxiéme suite exacte
implique donc

Frie < | ) (@o+v0)Q+ Y, 0],

Q€S2 QeS1USy

ol Sy = {Q € Ctelsquef~1(Q) soit une fibre deE de type }}, S; = {Q <
C tels que f~1(Q) soit une fibre dek de type Il Ill, ou IV} et S, = {Q € C
tels quef~1(Q) soit une fibre det de type §, I%, IV*, IlI*, ou II*}. On pose
égalementS = SoU S1 U S».

Considérons maintenant une autre suite exacte fondamentale

0— f*Qc — Qg — Qe — 0.
En lui appliquant le foncteuy,, on obtient une application
x: fiQFc > RS = Q @ of".

x estle morphisme de Kodaira—Spencer@uyrS. On supposera pour l'instant que
x est non nul, ce qui exclu provisoirement (cf. [Vol91]) les casfogst isotriviale
(cf. Sect. 5.) et, en caractéristique positive, cela supposeg aqueesoit pas un pull-
back du Frobénius d€ (cf. Sects. 6 et 7).

Il existe alorsM,, localement inversible, €Y, a support fini, tels que

0— N — f*Q};/C—>M1—>O,
0— M1—>§2C®a)gl.

Dés lors, en considérant les duaux, on obtilit~ [eQ e = M', car, Ny et
f«N étant a supports finis, ils ont tous deux un dual nul.

Onadoncv; ~ M’ et une application non nulle d&’ dansQ¢ ®a)gl. Comme
M' >~ wg(—Fg/c) cela donne deg),i‘?2 < deg(Qc(FEg/c)), soit, étant donné que
deg Dg,c = 12degwg, degDg/c < 6(2g —2+deg Fg,c). On appelleraFg ¢ le
conducteur efficacdu pinceau elliptique. Il se définit de la méme maniére pour un
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pinceau elliptique sur une base quelconque de dimension 1. Nous allons maintenant
le comparer localement avec le conducteur classique, nous montrerons

THEOREME 2.2 SoitR un anneau de valuation discréte de corps résiduel d’égale
caractéristiqgue,v une de ses valuations normaliséeketle corps local associé,
f: E — R un pinceau elliptique de conducteg, alors

v(F) < v(¥F),

ou F est le diviseur tel que.wr r(—F) soit limage de I'application canonique
def*QbR dansf*wE/R. _ -

Autrement dit, le conducteur efficace est localement inférieur au conducteur
classigue.

CONJECTURE 2.3 Le résultat précédent est encore vrai dans le cas d'inégale
caractéristique.

Certains de nos calculs, notamment ceux de la section suivante, sont encore val-
ables dans ce cas. Se placer dans le cas général serait tout a fait possible, mais
rendrait la démonstration cas par cas encore plus laborieuse.

On peut également généraliser la définition du conducteur efficace aux cas des
pinceaux de courbes de genres supérieurs. A l'aide des classes de Chern localisées
etd’'un Riemann—Roch localisé, le premier auteur établit [Pes98] des relations entre
ce conducteur et le conducteur classique (notamment la Conjecture 2.3.dand
est nut).

Les nombres p sont également définis en genres supérieurs, en les comparant
aux nombres de Milnor, on peut obtenir une minoration du conducteur efficace
a l'aide du conducteur classique en genre 1 ([Pes98]), ce qui justifie davantage
'appelation deconducteur

3. Reésultats connus

LEMME 3.1. Lorsque E est a réductions semi-stables on a

Fg/c = Z Q= Fgc,

Q€S

et lorsqueE est a réductions quelconques, avede caractéristique différente de
2ou3,ona

Fgic = Z Q+22Q = Fgc.

QeSoUS, QeSy

* Suite & une conférence du deuxiéme auteur & I'université John Hopkins de Baltimore ou il a
exposeé le contenu de ce papier, Q. Liu et T. Saito ont démontré que le conducteur efficace est toujours
inférieur au conducteur classique en genre quelconque lorsque le pinceau n’a pas de fibres multiples
[LS98], ceciindépendamment de [Pes98] et par la méme méthode agrémenté de la démonstration de
la nullité de fx N dans ces cas. lls prouvent ainsi, en particulier, la conjecture précédente.
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Ce lemme permet de retrouver, a l'aide de l'inégalité précédente, les résultats
déja démontrés dans [Szp90a] et [HS88]. Pour le prouver on utilise la classification
de Néron

— Dans les cas des réductions de typgslf, 17, IV*, 1lI*, II* (les fibres
spéciales sont alors composées #& de multiplicités 12,3,4,5 ou 6 se
croisant normalement), on est en tout point de la fibre dans le cas 1.a ou 2.a
de la description locale effectuée plus Ha@n a doncyp = 1 aux points
singuliers de la fibref ~1(Q), etvp = 0 aux autres points, saity, = 1.

— Réductions de type Il: le modele de Weierstrass est alors régulier.PSoit
'unique point singulier de la fibre, poyr # 2, 3ona

(9 _ k[[x’ )’, 7T]]
EP = T 5 3w
(mr — (y2 = x9))

(y? = x3 4 cax + cg, avecv(cg) = 1 etv(cy) > 0, soity? — x3 = um, avec
u inversible, ou encore? — x% = & aprés changement de variables). D’ou
Lp = (2)1, 3)62), SOit(]T)(,()E/C’P CMp,vp=1 etC(Q =1.

— Réductions de type llI: la fibre du modeéle régulier est 'union de detixle
multiplicités 1 tangents en un poif, unique point singulier de la fibre. Pour
p # 2 en choisissant bien les variables on obtient

é — k[[x’ y,”]]
EP T —x(y2—x)

soit
Lp= (=Y +2x,2cy) et 7 =3x(=y"+2x) — 3(2xy)
appartient & p, soitvp = 1 etay = 1.

— Réductions type IV la fibre du modéle régulier est I'union de t@tsdans un
méme plan, s'intersectant en un méme pdntunique point singulier de la
fibre. Pourp # 3 en choisissant bien les variables on obtient
kllx, y, ]l

(m —x(x2 = y2))’

éE,P =
soit

Lp = (2xy, —y* +3x?)
et

m=—2x(3x% — y%) + 2y(xy) € Lp,
soitvp = letap = 1.

Il nous reste donc a étudier:

* Dans le cas de€ductions de types/* apparait une composante de multipicit qui, a priori,
pourrait poser prokime en caraétistique 5. Nous verrons plus loin qu'il n’en est rien.
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— En caractéristique 5, la composante de multiplicité 5 de la fibre spéciale de

type II*.
— En caractéristique 3:

— Le point singulier des fibres spéciales de types Il ou IV.
— Les composantes de multiplicités 3 ou 6 des fibres spéciales de types IV
1+ et II*.

— En caractéristique 2:

— Le point singulier des fibres de réductions de types Il ou Ill.
— Les composantes de multiplicités 2 ou 6 des fibres de réductions de
types [, IV, I11%, 11"

Pour cela on va regarder plus précisement le modele régulier minimal & l'aide de
sa construction par Néron [Nér64] a partir du modele plan.

4. Caractéristiques 5, 3 et 2
4.1. NOTATIONS ET CONVENTIONS

Les inégalités sur les valuations des coefficients restent, sauf précision du contraire,
valables pour les cas considérés ultérieurement a leurs suppositions. Les change-
ments de variables que I'on effectuera seront tels qu’ils ne modifieront pas ces
inégalités.

On s’attache a une fibre spéciafel(Q), on noterav la valuation associée a
Oc, . Pour tout point fermé de cette fibre spéciale on notets, I'idéal maximal
associé.

On noteb; ; = =~/ b; et~ symbolise la réduction module.

On utilisera des lettres majuscules pour les variables projectives, et leur minus-
cules correspondantes comme variables affines clairement associées.

Par modéle on entendra modéle de la fibre génériqug deA est un modeéle,
on noteraA sa fibre spéciale au-dessus @eSi 4, et.A4 sont deux modéles, on
noterax, g leur joint suivant leur fibre générique. Remarquons que si un point de
A, est régulier dansa,, le point correspondant dam%a,ﬁ I'est également dans
A, -

Pour calculer la valuation du conducteur logé¥ ), on utilisera la formule de
Ogg (Prop. 1.1.3)en notant le nombre de composante de la fibre spécialey et
le discriminant local.

4.2. CARACTERISTIQUES3ETS

L'ensemble des calculs de cette section seront fait en égale caractéristique 3 sauf
pour le cas (c8). On part du modéle projectif plép correspondant a I'équation

do: ZY? = (X34 boZX? 4+ baX Z? + bgZ®),
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avech; € K(C) etv(b;) > 0 pour touti. En égale caractéristique 3
A = b3b — b3be + bj.

(@) Siv(A) =0, lafibre spéciale est non singulietg,7) = oy = yp = 0.
Siv(A) > 0, la fibre spéciale possede un point singulier que I'on place en
Po = (0,0, 1) par changement de variables linéaire, sdlty) > 0 etv(bg) > O.

(b) Siv(by) =0, lafibre spécial estde tygg, yp =0, v(F) =ap = 1.

(cl) Siv(by) > 0 etv(bg) = 1, enPy on obtient

kl[x, y, 1]
(y2 — x3 — bpx2 — byx — bg)’

Og,p, =

MPO =(x,y) et Lp, = (2y, 2box + by).

Py est régulier dansty, la fibre spéciale est de type II.
() Siv(bs) < v(by) alors 1+ 2b2b;1x est inversible donés € Lp,, sOitvp, <
v(bg) €tv(F) = v(A) = 3v(bs), d'0U vp, < 2v(F).

On a également :

2bobg = 2byy? — 2byx (x? + box + ba)
= r + ba(x® + box + bs), avecr € Lp,,

(i) Ainsi pour v(bas) > v(bp), on ar = bgbou avecu inversible, don@gb, € L p,,
SOitvp, < v(b2) + 1 etv(F) = v(A) = 3v(by) + 1, d'olivp, < Fu(F).

On adoncgyy =0, %v(?) > g pour les fibres spéciales de types II.

Siv(bg) = 2, Py n'est pas régulier. On éclatdy au point Py en faisant le
changement de variabl€X, Y, Z) = (7w X4, mY1, Z), pour obtenir un nouveau
modele plan

A1 (X3 +b21X7Z) = ZR(X1, Y1, Z),
avec
R(X1, Y1, Z) = (Y2 — bs1X1Z — be 2Z2).

A1 est alors 'union d'une droit& = 0 et d’une conique (possiblement dégénéree)
d’équationR (X4, Y1, Z) = 0, se coupant e® = (1, 0, 0).

(c2) Siwv(by) = 1, la conigue n'est pas dégénérée, la fibre spéciale est alors de
type lll, on ayp = 0, 2v(F) = ap = 1d’aprés Sect. 3.
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(c3) Siwv(by) > letv(be) = 2, la conique est dégénérée en deux droites dis-
tinctes, la fibre spéciale est alors de type P/est son seul point singulier et il est
régulier dan<t. En ce point on obtient:

yfz =1+ by12) + b4,122 + b6,213,

z2|m, Mp=(1,2) et Lp=2yz yf —mby1 — 2bs12).

() Siv(by) < v(bg)—1,alorszb, € Lp soitvp < v(by)+1letv(F) =v(A)—2=
3v(by), d'olivp < %v(?).

On a de plus:

mhay = ba1y?z — ba1z(by + ba1z + be22)
= r+by(by+baiz + be)zzz), r € Lp.

(i) Ainsi pour v(by) > wv(bs), On ar = uby avecu inversible, donth, € Lp
SOitvp < v(ba) €tv(F) = v(A) — 2 = 3v(bs) — 2, dolvp < Fv(F) car
v(bg) = 2.

On adoncgyy =0, %v(?) > g pour les fibres de types IV.
Siv(bg) > 2, la conique est dégénérée en deux droites confondues

Ar: Y2Z =7 [X3 + b1 X3Z + bapX1Z% + be3Z°] = 1 R(X1, Z).

Les racines de&? correspondent & des points gdg non réguliers danst,, on
éclate la composante double en ces points en considérant le joitt deec le
modéle plan4, obtenu par le changement de varial{l&s, 7 Y5, Z) = (X1, Y1, Z)

Ay: wY2Z = R(X1, Z).

(c4,5m) Si R adeux ou trois racines distinctes, la fibre spéciale est deffype €
N, alorsyy = ag = 1v(F) = 1d'aprés Section 3.

Si R a une seule racine, on la translateXen= 0 par changement de variables
linéaire, alorsv(bz) > 2, v(bs) > 3, etv(bs) > 4. Ay, N'est pas regulier aux
points de la composante triple d& correspondant aux racines ge— be 4.

(c6) Siv(be) = 4,y% — be 4 a deux racines distinctes non nulles, la fibre spéciale
est de type IV, et le point P est régulier. Le modéle régulier est alors obtenu en
faisant un éclatement aux points correspondant a ces racines, ce qui fait apparaitre
deuxP! de multiplicités 2. En un point quelconqug = (0, a, 1) de 4, qui ne

soit pas d'intersection dans la fibre du modéle régulier (ces derniers points sont tels
quevp = 1 d'aprés Sect. 2.1), on a

T(y5 — be.a) = x5 + 7 (b 2x% + by 3x1),
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Mp, = (x1,y2—a) et Lp = (2rys, w(2bz2x1 + b4 3)).
Alors pour touta # 0, y, est inversible evp, = 1. On a donq:p = 1 sauf en un

nombre fini de points de la composante triple $git= 1.

(1) si v(ba) < v(by) + 1, @lorsbs, € Lp, SOitvp, < v(by) — 2 €tv(F) =
v(A) — 6 = 3v(bs) — 6, soit comme(bs) > 3, vp, < F0(F).

On a de plus:

2 2.2 2 2
beabrr = my5b0 2 — by 2x1(XT + who 2xT + b4 3)
= r+nb4)3t, VELPO, lE@E)pO.

(i) Ainsi pour v(bs) > v(b2) + 1, on ar = bpu avecu inversible, d'oub, € Lp,
etvp, < v(bp), orv(¥F) = v(A) — 6 = 3v(by) — 2, SOitvp, < %v(?).

Onadongyy =1, Lo(F) > o pour les fibres spéciales de types' |V

Siv(bg) > 4, y% — be 4 @ une racine double @ n’est plus régulier. On éclate
ce point en considérant le joint dé;, avec le modéle plam, obtenu par le
changement de variableX’, Y’, Z') = (#3X?%Z, Y?X, n*Z%Y)

Ab . Y/(b4)3X/ _ Y/)3Z/4 + JTX/Z(X/Y/ + b6,52/2)3 + nZX/Y/ZZ/Z(bZ’ZX/)3 -0

,{ib est 'union d’'une composante quadru@é = 0 coupant/ig enP’ = Py x
(1, bs 3, 0) dans la fibre spéciale du joint, d’une composante triplg X' —Y’)3 =
0, et d'un??! simpley’ = 0.

(c7) Siv(bg) = 3, A12, N'est pas régulier:

— d’'une part, au poinP” d’'intersection de la composante triple et de la com-
posante simple det,, on I'éclate en ce point en considérant son joint avec
un nouveau modele plasts (cf. 3.3.(c5)), ce qui fait apparaitre uR® de
multiplicité 2 dans la fibre spéciale dont tous les points vérifignt= 1 en
caractéristique 3.

— d’autre part, en un point de la composante quadruple, on I'éclate en ce point en
considérant le joint avec un nouveau modele plan(cf. 3.3.(c5)) ce qui fait
€galement apparaitre une droite de multiplicité 2 qui ne pose pas probléme. La
fibre spéciale est alors de type*lll

Les calculs faits pour la composante triple de dans le cas (c6) sont encore
valables, tous ses points autres qiigvérifient doncwp = 1. P’ quant a lui vérifie
égalementp = 1 car c’est un point d’intersection avec it de multiplicité 4.

Reste & étudier la valeur dg pour les points de la composante triple dg
autres queP’ et P”. Soit P, = (a, 54’361, 1), a # 0, un tel point, on a:

Mp, = (x' —a,y —basx') et m=u(bsax'—y)® avecu inversible
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(2rx' ('Y — bes)° + 4mby ,x°y?, (basx’ — y)° + 21%b3 px*y) € Lp,,

Le second générateur étant de valuation 1, tout p@jmte la composante triple est
tel quevp, =1, d’oU%v(}‘) = yo = ap = 1pour les fibres spéciales de typelll

(c8) Siv(bs) = 4 etv(bg) = 5: A, est I'union de deuxP?! de multiplicités

4 et A3 234, N'est pas régulier en leur intersection. On I'éclate en ce point en
considérant le joint avec un modele plan obtenu par le changement de variables
(X//, Y//, Z//) — (7T4X3Z, Y3X, 7T4Y2Z2)

Ay Y//G(X _ Z)5 + n(bg’sx//ZZ//g + Y//Ql + 7TQ2) =0,

ol Q; et 0, sont deux polynbmes homogénes de degrés respectifs 10 et 11 (cf.
[Nér64] Sect. 15).4, est 'union de deuxP?!, 'un de multiplicité 6,Y® = 0, et
I'autre de multiplicité 5Y8(X — 2)> = 0.

En caractéristique 5cette composante peut a priori avoir des points tels que
vp > 1.

Soit alorsP, = (1,a,1), a # 0 un point quelconque de la composante de
multiplicité 5 qui ne soit pas d’intersection, on a

Ul = ye(x —1° ue @E,pa.

Siu estinversible dan®g p,, P, est régulier danst, et aprés changement de
variables on se raméne a

Mp, =(x -1,y —d) et Lp = x—21D>so0itvp, =1

Si u n'est pas inversibleP, n'est pas régulier dang., par contre le point
correspondant0, 1, 0) x P, I'est dansAg,..

En posant
X Z , Y , Z
T v UTx Ty
on obtient
Mp=(x,z2,y —a,z7 — 1), z=x%, m=x°y7.

En reportant ces relations dasg on obtient
a(z — 1) = xu, Mp, = (x,y —a) et m=x1+a txu)y,

avecu inversible, soit®(1+ a~*xv) € Lp, v € Op p,, d0livp, = 1 comme on
I'attendait.

Revenons a la caractéristique 3, de la méme maniére, tous les points de la
composante de multiplicité 6 vérifienp = 1 en caractéristique 3 (et méme 2).
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— Composante triple dé,: soit P, = (1, a, 0), un quelconque de ses points qui
ne soit pas d'intersection, on a:

Y%z = + why oz + besz> + ba sz’

m =z, avecuinversible Mp = (y—a,z)

et
Lp, = (2myz, my? — by — 27h4 4z).

— Sia? + 152,2 # 0,7 € Lp, etvp, = 1. Les points des autres composantes
verifiant tousu » < 1, on en déduit d’aprés le Lemme 2.1 gue= 1.
— Dans tous les cas,z(2b4 4z + b22) € Lp, SOit

— Siv(by) < v(by) — 2, alorsvp < v(by) etv(F) = v(A) — 8 =
3v(by) —3>vp + 1.

— Siv(by) > v(by) — 2, alorsvp < v(by) — 2 etv(F) = 3v(by) — 8 >
Vvp + 1.

— Point d’intersection entre les composantes de multiplicités 3 et£4de il a
pour coordonnéef), 1, 0) x (1, 0, 0). En posant:

X, V4 S .z
X =—, ==, Y= z =5
on obtient:

Mp=(x,2,y.,7), z=x%, m=x>7.
En reportant ces relations dasg on obtient:

77 =7 + by px?7 + wha 4x*7? + be 5x°73,

soit y' = uxz’? avecu inversible, M, = (x, z’) donc P est bien régulier, et
I'on voit clairement quep = 1.

Onadongy =1, v(¥) > ap + 1dans legslant cas des fibres de typés I

Enfin, siv(bg) > 6, I'équation de départ n’est pas minimale. Par changement
de variables on est ramené aux cas précédent avec les coeffigiemrtsla
valuation du discriminant diminuée de 12.

On a donc montré(¥) > ay + yo pour tous les types de fibres possibles
dans le cas d’égale caractéristique 3.

4.3. CARACTERISTIQUE?2

On reprend des notations similaires a celles introduites dans la section précédente.
On part, cette fois, du modéle projectif plan plus général

Ao: ZY?+ayXYZ +as¥YZ? = X3+ apX?Z + ay X Z? + agZ®,
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aveca; € K(C) etv(a;) > 0 pour touti.
On a alors en égale caractéristique 2

2 2
by = af, by = aias, bg = a3,
bg = afae + aiazas + azagz, + ai,
2 2 42 4 2 4
A = b5bg + bg + bobabg = a?ae + afa3a4 + ayaras + aja; + az + ai’ag.

(@) Siv(A) =0, lafibre spéciale est non singulietg,7) = yo = ap = 0.

Siv(A) > 1, la fibre spéciale possede un point singulier que I'on déplace en
Py = (0,0,1) par changement de variables linéaire. On obtient algug) >
1, v(as) = 1, etv(ae) > 1.

(b) Siv(by) = 0, la fibre spéciale est de typg Et on sait alors d’aprés Sect. 2.1
queyyg =0, v(F) =ap =1

(cl) Siv(by) > 1 etv(ag) = 1, par changement de variables linéaire on peut
€galement supposer quéa,) > 1, soit, pouri = 1,2,3,4 et 6,v(a;) > 1. Le
modéle plan est régulier et la fibre spéciale est de type Il

En P, on obtient:
Y2+ arxy + wag1y = x° + w(az1x® + as1x + as 1),
Mp, = (x,y) €t Lp = (arx +az,ary + x2 + ay).
D’ou, en particulier
(a3 + a1x)? + a?(ary + x% + aq) = a§ +aly +adday € L p,.
@) Si v(a§ + afa4) < v(af), alorsa§ + afa4 € Lp, etvp, < v(a% + afa4), or

v(F) = v(A) = v(afa(s + afaf + ag) = 2v(a§ + a%a4) dans ce cas, soit
Vpy < 20(F).

On a également:
w = y(a§ + ai’y + a%a4) + a%xz(alx + az)

= a3(y? + x®) + y(a?as + a3) + aza?x?
= uajas + y(atas +a3) avecu inversible

(i) Ainsi pour v(ad) < v(a?as + a2), on aadas € Lp, etvp, < v(daiag), Of
v(F) = v(A) = 2v(ajag) dans ce cas, Soity, < Fv(F).

On adongyy =0, %v(?) > g pour les fibres spéciales de types II.
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Siv(ag) > 2, le modéle plan n’est pas régulier &n On éclateAg au point
Py par le changement de variabl€s, Y, Z) = (7 X, 7Y, Z), pour obtenir un
nouveau modéle plan

A ZRiy(X1, Y1, Z) — 1(X3 + az1X2Z + a1 X1Y1Z)
avec
Ri1(X1,Y1,2) = le +az1Y1Z +as1X1Z + ae,zzz,

dont la fibre spéciale4, au-dessus d@ est 'union de la droiteZ = 0 et de

la conique possiblement dégéné®g X, Y1, Z) = 0, qui se coupent e, =
(1,0,0) avec une multiplicité 2P, est alors le seul point singulier de la fibre
spéciale.

(c2) Siv(ag) = 1, la conique est non-dégénérée et la fibre spéciale est de type I,
on a alors

Mp, = (y,2) €t Lp = (a1z +az1z% y* + a1y + az + ag 22°)

avecz qui diviserr sans quer divisez. D'ou

(i) Siv(a1) < v(az), a1z € Lp, donCvp1 <v(la) + 1, orv(F) =v(A)—1>
4v(aq) dans ce cas, soitp < v(}‘)

(i) Siv(ar) > v(az) — 1,az1z?> € Lp d'olivp < v(ag) + 1, or
v(F) =v(A) — 1> 4v(az) — 1 dans ce cas, sait < 3v(&’f).

On adoncgyy =0, Zv(&’f) > g pour les fibres spéciales de types Ill.

(c3) Siv(ay) > 2 etv(az) = 1, la conique est dégénérée en deux droites dis-
tinctes, la fibre spéciale est de typ¥, on a déja montré (Sect. 3) que, = 1 et
Yo =0, lU(\{/‘:)=(XQ =1

Siv(az) > 2, la conique est dégénérée en une droite double. Par changement
de variables linéaire on la déplace El?‘l 0, soitv(ag) > 3. On a alors

A Y2Z + may 1 XYZ + mwaz Y 72 = m Q1(X, Z).

Par changement de variables linéaire, on plac€0e, 1) une des racines de
Q1 de multiplicité maximale, soib(ag) > 4. 43 n'est pas regulier aux points
de A; correspondant aux racines @g. On éclate simultanément ces points en
considérant le joint det, avec le modéle plast, obtenu par le changement de
variables(X1, Y1, Z) = (X1, wY>, Z1)

Az T(Y2Z + a11X1Y2Z + a3 2Y2Z?)
= X3+ a21X3Z + m(as3X1Z% + ap 4 Z°)
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Soit P, = (a, 0, 1) un point quelconque de la composante doubletdeautre
que le point d’intersection avec la composante simple, #tpya= (x —a, y) et

Lp, = (m(ay1x + azp), w(ar1y + x% + as2)).

(c4) Siv(as) = 2, alorsQ; posséde trois racines distinctes. Le modéle, est
alors régulier minimal et sa fibre spéciale au-dessug @st de typey.

(1) Siv(as) = 2 etv(a®+as ) = 0, on obtient de MEme*+ay »+ay 1y inversible
et Upa = 1

(2) Siv(as) = 2 etv(a? +as2) > 1, par un changement de variable provisoire on
place P, en (0, 0, 1), on obtient alors (uniquement pour ce cag)s) > 3 et
v(ag) = 3. Q1 n'a alors que des racines simples. On a en patrticulier:

m(asz + a11x)? + waZ (a11y + x% + as2)

2 3 2
=m(az,+ay,y +ajqas2) € Lp.

@) Si v(a3 + a2ag) < v(al) +1 aIOFSTr(a32 + al 1a42) € Lp etvp <
U(032+01 1a42)+1, alorsu(¥) = v(A)—-3 = v(ala6+a1a4+a§) 3=
2v(a5, + aZ jas2) + 5 dans ce cas, soifp < Tv(F). Onadongy, = 1
d'aprés le Lemme 2.1.

(i) Si v(d3 + a?as) > v(a}) + 1 alorswas,y € Lp ety diviser soitvp <
3v(ai) — 1, et dans ce cas ondF) = v(A) — 4 = 6v(a) — 1 soit
vp < SU(F).

Onadongy =1, 2v(F) > a, pour les fibres de type.|

(c5m) Siv(as) > 3 etv(ay) = 1, 01 aune racine double en 0 et une racine simple,
s, est 'union d’unP! de multiplicité 2 et d’ unP! simple. 1 , n’est pas régulier
au point de la composante doubledig correspondant aux racines de, avec

02(Y2, 2) = (Y22 + a3z Y27 + a5)4Z2),

On éclate simultanément ces points en considérant le joint avec le modéle plan
obtenu par le changement de variakl&s, Y, Z) = (w X», Y», Z).

A3 YZZZ + 7T(,11’1X2Y2Z =+ (,13’2YZZZ
= JTZXS + ﬂaz,]_X%Z + (,14’3X2Z2 + 06,423-
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Si 0, a deux racines simpleg; , 3 est régulier, sinon il faut éclater le point
correspondant a sa racine double. De maniére récursive on construit un modéle
comme joint des modéles (on corrigera une petite erreur dans [Nér64] Sect. 12)

Az_1: YPZ +mwai 1 XY, Z + az; Y, Z?

=7 X3+ wap1X2Z + wag 11X 2% + ap 5 Z°
Azt T(Y24Z +a11XiYip1Z + azi1Yi41Z?)

=7 UX3 + a1 X% 7 + ag; 11X Z% + a2 11Z°.

Ay est I'union de la droiteZ = 0 (qui dans le joint correspond a la composante
simple de; ou A») et de

& . Q2 2(Y;, Z) = Y2 +a3,Y;Z + a5 22 =0, sik=2i—-1>1,
“ 02 1(Xi, Z) = a51X? + as;1X:Z + ag3412% =0, sik=2i > 1

A chaque étape on fait un changement de variable pour avoir une racipg de
en(0,0,1).

Sii < v(az), Bo_1 est unP?! de multiplicité 2 et le modélet; 1 n'est
pas régulier aux points correspondants aux racine@4le;. Par contre lorsque
i = v(az) = n+1, il est composé de deur! simples et le modéle; > 2,1 €st
alors régulier.

De mémeB, est un?! de multiplicité 2 sii + 1 < v(ay) etle modéleA; . o
n'est pas régulier aux points correspondant aux racine@glell est par contre
composé de deuR?! simples lorsqué+1 = v(as) = n+2, le modéleAr > 2,12
étant alors régulier.

Chaque étape revient a diviser le discriminantspadonc le processus s'arréte.
On obtient alors un modéle régulier minimah , > dont la fibre spéciale est
de type }, avecm + 5 composantes et

1) Sim =2n—1,v(az) = n+1, viag) > n+ 2 etv(ag) > 2n + 3, dou
v(A) = v(aé1 + a‘llazag).

(2) Sim = 2n,v(ag) = n+ 2, v(az) > n+ 2 etv(ag) > 2n + 4, d'otv(A) =
v(aj + afa?).
Soit P, = (0,a,1), a # 0, un point quelconque de la composante double

A2 (0 < 2i < m + 2) qui ne soit pas d'intersection dars mi2, alors

.....

Mp, = (x,y —a), 7 =x’u avecu inversible

et
Lp, = (a1x +az;, a1y + 7?4 asiy1).

Dot vp, < Min(v(ay), v(az) — i) < Min(v(ai), v(az) — 1).
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Soit P, = (a,0,1), a # 0, un point quelconque de la composante double

Mp, = (x —a,y), 7 =y’u avecu inversible
et
Lp, = (a1x +az;, a1y + mix? 4 ag).

On vérifie alors quep, < Min(v(a1)+1, v(az)—i+1) < Min(v(a1)+1, v(az)—1)
pouri > 2. Sii =1etm > 0,i.e.,v(as) > 3, alorsx®+ay» +ay 1y estinversible
pour touta 7 0, soitvp, = 1 pour toutz # 0. Le cas restant correspondi@ déja
étudié.

Soit Pp = (0,0,1) x (1,0, 0) le point d'intersection de&z,-,z,-ﬂ. En posant

Xi Y; , Yip / 4
X1’

on obtient:
MP():(X,)’,)/,Z'), 7 =x7 ety/:yz/_
En reportant ces relations dans I'équationAlg,; on obtient également
2,2 ! 2 i ’ 2
vt a1y +azi1yz’c =nw'x +mwaza + asi17 + as2i22

soitx = uy?z/, m = uy®z’? avecu inversible etM p, = (y, z'). Po est donc bien
régulier dans le modéle construit, et I'on a

Lp, = (@17’ 4 az;112? + 7'ury?z’, ary + ag; + 7' y? (14 uzz))

soitvp, < Min(v(ag) + 1, v(az) —i,i +1) < Min(v(az) + lv(as) — 3).

Soit P; = (0,0, 1) x (0, 1, 0) le point d'intersection de&Zi_l,z,». En posant:
X Y;

X =—, = —
Z

on obtient
Mpy = (x,y,x,2), mw=yz et x'=x7.

En reportant ces relations dans I'équationAlg on obtient également:

yz? +a1xz? + az ;7%

i71x3z/3

= + ap1x%7%a4,141x7"° + ap 21412,
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soity = x%z'u, m = x%z"°u, u inversible, etMp = (x, Z'). P§ est donc régulier
dansy; 1 2 et

1 2
Lp = (a1x + as;, a1z +u" '+ ag;17°),

d'otvp < Min(v(ar) + 1, v(ag) —i,i),i > 1.
Or, dans les cag’, v(¥) = v(A) —m — 4 > Min(2v(a3) — 1, 4v(a1)) avec
v(ay) > letv(az) > 2,0na donglv(?') > ag = yo pour les fibres de typeg, |
Siv(ap) > 2 etv(as) > 3, 01 a une racine triple en 04, est un?* de mul-
tiplicité 3, et.; , n'est pas régulier aux point de cette composante correspondant
aux racines de)z. On éclate en ces points, comme en (c5), en considétapt.
Ce modele n’est alors pas régulier aux points d’intersectios ge

(c6) Siwv(az) = 2, on éclate ce modéle en considérant son joint avec le modéle
plan (on corrigera une erreur d'impression dans [Nér64] Sect. 13)

gt (Y?+az2Y'Z —mazsX'Z' — agaZ'?)?
=nX'Z'(a11Y' + X'+ as3Z')?,

qui correspond au changement de varialofs Y, Z') = (X?, nY Z, n3Z?).

Le modéle ainsi obtenu est régulier.&} est 'union de deux?! de multipli-
cités 2. Par changement de variable, I'un quelconque des deux aura pour équation
Y? = 0 soitv(ag) > 5.

EnP, = (a,0,1), a # 0, point quelconque de cette composante double qui ne
soit pas d'intersection, on obtieht,, = (7 (as.1y + x + as3)?).

(i) Sia+aass # 0, le pointP, estrégulier danst,, Mp, = (x —a, y) etvp, = 1.
(i) Sia+az3=0,lepointP, nN'est pas régulier dang,,, le point correspondant
(1,0,0) x (a, 0, 1) danss, I'est par contre. En posant

Y, z X Y
X = —, = —, X = —, e p—
¢ 7 Y=

on obtient
Mp=(y,2,x' —a,y), y=zy et m=z%".

En reportant ces relations dans I'équationAleon obtient également; ,y’ €
(z,x" —a), SOitMp, = (z,x' —a) dans ce cas dip, = (x'z), d'otvp, = 1.

Les calculs du casjlmontrant que les points de la composante doubletde
vérifient égalementy, = 1, on a donc%v(?') =ag =yo =1 pour les fibres
spéciales de types IV

Siv(as) > 3, O3 a une racine double correspondant a un point d’intersection
gui n'est plus régulier. On fait un éclatement en ce point en considérant le joint de
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A1.2.3avec le modéle plas, obtenu par le changement de varialil€§ Y’, Z’) =
(73X2%Z,Y%X, 7 Z%Y)
Ayt Y(agsX —Y')V3Z* + 7 X2 X'Y' + agsZ? — a11Y' Z)3+
+12X'Y?Z?(az2X' — a33Z')* = 0.

(c7) Siv(as) = 3, en prenant le joint de ce nouveau modéle atgon obtient un
modéle régulietts 2.3 4.5- 3

Les calculs du cag; montrent que les points de la composante doubletgle
vérifient tousvp = 1.

— Composante quadruple de: soit P, = (1, a, 0), a # 0, 443 un de ses points
guelconques qui ne soit pas d'intersection. On a

(04,3 _ y/)3z/4 — ny/2(1+ Z/Zu) + nzul’ M, u/ c @E,Pa,
donc
(as3—y)°Z*+mzveLp, veOgp,
soitvp, = 1.
— Composante double dé,: soit P, = (1, a, 0) un quelconque de ses points
qui ne soit pas d’intersection. On a
my?z 4+ may1yz + waz sy’ = w4 mwazz + assz’ + apsz’,
(14 zu) = as3z°, Mp, =(y —a,z),
Lp, = (w(a11z + as3z’), my* + was 1y + wazz + ae52°).
vp, = 1 sauf quand: est racine de? + day1y + dz + 56,55;; On a donc,
wp, = 1 sauf en un nombre fini de points de cette composante.

— Siv(a1) > v(ag) — 2, alorsaz 1 € Lp,, etv(F) = v(ag1 + aﬁazaé) 7>
2v(az) — 1= 2vp,.

— Siv(a1) < v(az)—2,alorsayw € Lp,, etv(F) = 4v(ar)—1 > v(ap)+2 >
Vvp + 1.

— Point d'intersection entre les composantes double et quadruple, gell a
pour coordonnée® = (0, 1, 0) x (1,0, 0). En posant:

X, z LY .z
x==, z=—, =—, ==,
Ys Ys YT X'
on obtient
Mp = (x,2,y,7,7), 7 =x%7, T =x3'7.

En reportant ces relations dans I'équationAleon aboutit &
7 =xy'u avecuinversible Mp = (x,)’),

et
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7y (14 xv) + x4y’2 +aszm =0, ve @E,P,
soit clairementp = 1.

— Composante double dé; :soit P, = (a,0,1), a # agsd, 3 un point quel-
conqgue de cette composante qui ne soit pas d'intersection, on a

y2 + mapaxy + wassy + w2x3 + wlaz 5x% + mw(aszx + aps),
Mp, = (x —a,y)

et
Lp, = (mayix + mass, mayy + w°x® + was)

soit clairementp, = 1 quel que soit.
Onadoncyy =1, v(F) = ap + 1pour les fibres de types I

Si v(bs) > 3, s est composé de deu®! de multiplicités 2. Le
modéle précédent n'est alors plus régulier en leur intersection, comme en ca-
ractéristique 3, on I'éclate en ce point en prenant le jointAde 34, avec
Ae.

(c8) Pourv(ag) = 5 le modéle ainsi obtenu est régulier. Les calculs précédemment
effectués pour la composante doubleigen (c4), pour la composante quadruple
de 4, d’équationy* = 0 en (c7) et pour la composante sextuple en caractéristique
3 sont identiques a ceux intervenant ici, on a aipsi= 1 en tous les points de ces
composantes qui ne sont pas d’intersection.

— Composante double dé;: Soit P, = (a, 0, 1) un point quelconque de cette
composante qui ne soit pas d’intersection, on a

y2 + mayxy + wazzy = x4+ n2a2,2x2 + n2a4,4x + mae s,
Mp, = (x —a,y)

et
Lp, = (mayi1x +maz3, may1y + w22 4 7T2614,4)-

Siv(a1) = 1 alorsvp, = 1 sauf pouray1a + azz = 0, point pour lequel
Ty € Lpa SOitUPa = 2.
Siv(a;) > 1 alors pou # 0,vp, < 2, et en tous cas:

12 2.2, 2
(a11x +az3)(way1x + mwazz) + 7w ag(wayy + 7°x° + wag.4)
2 3 2
= Tmazg+ay,y +maaay; € Lp,.

— Siv(ad g +maaas ;) > v(a3,) alorsvp, < 3v(a1)—2 etv(F) = 6v(ar)—
3 2 l)po + 5
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- Si v(ym?z,,3 + 774,4“%,1) < v(ail) alorsvp, < v(a%a4 + ag) —5etv(¥F) =
2v(afa4 + a%) — 82> vp, + 3.

— Composante quadruple dg, (Z* = 0): soit P = (a,0,1), a # 0 un point
guelconque qui ne soit pas d'intersection, on a

2

y4 =X ag)s + nxzy(al,l + x)aé5 + nyzu.

Siai1+a # O alors clairementp, = 1, eten tous casy € Lp, SOitvp, < 2.

— Intersection entre les composantes de multiplicités 2 et Aigjﬁ. il a pour
coordonnées({, 0, 0) x (0, 0, 1), en posant
Y, V4 X' Y’
= = —, X = —, = —,
y X, X, y
on obtient
‘MP = ()’, Z, x/’ y/)a y == Zzy,, T = st/y/.
En reportant ces relations dass on aboultit &
T = apsz*x? + mapx'z + wazaz3x’

+72x"? + a2 222" + mag 473x?,

soit

Mp = (z,x")
et

Lp = (may11z + mas3z%, way1x' + wx' + na4,4zzx/2),
dolvp < 2.

Intersection entre les composantes de multiplicités 4 et 6ige il a pour
coordonnéesl, 0, 0) x (0, 0, 1), en posant

Y/ = z x/ X// ;L Y_//
’ - Z//’

Y= X X =z 7

on obtient
Mp=(y,z,x,y), y=z, 7=%"y.

En reportant ces relations dans I'équationAieon aboutit &
y =apsx'z +x%z4+u, avec ue M,

soit

Mp=(x',z) et m= a6,5x’4z6 + x°78,
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d’ou clairement, = 1.

En conclusion, si(a;) = 1 on avp = 1 sauf en un nombre fini de points, soit
vo=1 etv(F)=3>ap+1;siv(ar) > 1onave < 2sauf en un nombre fini
de points, soily < 2 etv(F) > ap + 2.

Enfin, siv(ag) > 6, 'équation de départ n’est pas minimale. Par changement de
variables on est ramené aux cas précédent avec les coéffigieetda valuations
du discriminant diminuée de 12.

On a donc montré(F) > «g + yo pour tous les types de fibres possibles dans
le cas d’'égale caractéristique 2.

5. Cas ouj est entier

Dans le cas oy est constant on a,(j) = 0 en tout pointQ de C ou j = 0.

Le cas isotrivial est donc un cas particulier du gamtier. Or, lorsqug est entier

et la caractéristique différente de 2, le nombre de composantes de la fibre spéciale
associée a est inférieur a 9 (toujours d’'apres [Nér64]), soit localement

V(Fr/c) = v(Dgjc) —m + 1= 20(Dgye).

En caractéristique 2 il est possible d’avoir une fibre spéciale de fypealvec
m > 0 et possiblement grand — ayant potentiellement bonne réduction. On verra
plus loin (cf. (C.2.b.i) dans la démonstration de 7.1) que I'on a localement
v(Fgc) = 3v(DE/c) dans ce cas.

On a donc l'inégalité globale cherchée pgue 1.

Remarquons que pour les mémes raisons, on obtient un résultat dans le cadre
arithmétique, soit:

PROPOSITION 5.1Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres ou un
corps de fonction a une variablg, si son invariantjz est entier(i.e., E a poten-
tiellement bonne réduction lorsqué est un corps de nombre, &t est isotrivial
lorsqueK est un corps de fonctigron adg, x < }“,?/K.

On remarquera gue l'inégalité obtenue dans ce cas est une relation de divisibil-
ité.

Dans le cas géométrique, quagd= O il est nécessaire de supposer gu'il y a
au moins une fibre singuliére, c’est-a-dire, étant donnésgest isotriviale, quef
n’est pas la projection suP! de son produit avec une courbe elliptique.

Ona

6vp(Fe/c) — vp(DEjc) = 12— vp(DEg/c)) + 6(vp(Dgjc) —mp — 1),

d’'aprés I'égalité de Ogg, le second terme du membre de droite étant toujours positif
quand la réduction est additive. Seile nombre de fibres singulieres,

— sidedDg,c) < 125, I'égalité précedente donne
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6 deg Fr/c) — deqgDg/c) = 125 — deqg Dg/c) > 12,

car degdDg,c) = 12 dedwg) impliqgue que le degré du discriminant soit
divisible par 12.

— sidedDg,c) = 12, étant donne qu'icinp < 9, I'égalité donne:
6 deng/c) — degi)E/c) >5 deqo{DE/C) — 48 > 125 > 12 sis > 1.
On a donc toujours, @eg Fz/c — 2) > degDg,c lorsque;j est entier en tout
point deC (soit en particulier quang est isotriviale) ek > 0.

EXEMPLE. La surfaceE sur P! donnée par les équations
y2=x3+t, y2:x3+u5, uz;,

est telle que

l'inégalité est donc optimale dans ce cas.

6. Cas ouf estimage réciprogue par le morphisme de Frobénius d€

Soit f: E — C comme en 0.2, on suppose maintenant gest strictement positif
et qu'il existe un entiee et une application’: C — P! tels quejz = j’' o F¢, ol
F est le Frobénius absolu d& Il existe alors un pinceau elliptigue¢’ — C tel que
E soit le modéle régulier minimal dé x z. C. Le diagramme suivant commute

E E xC E
f/

I
c—I ¢
\b/

Pt

6.1. fSEMI-STABLE

Dans le cas d'une fibre a réduction multiplicative, lorsque I'on pass¢g’de f

le conducteur reste inchangé, et la valuation du discriminant est multiplig¢par
L'inégalité cherchée pouf, lorsquef est a réductions semi-stables, provient alors
directement de celle pouf’. Cette derniére étant déja prouvée car le morphisme
de Kodaira—Spencer n’est alors plus nul.
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6.2. REDUCTIONS ADDITIVES

Dans ces cas les conducteurs flet f’ sont identiques et le discriminant min-
imal de f est inférieur ou égal a° fois le discrimiant minimal def’, I'inégalité
cherchée pouy provient alors de celle déja prouvée pgiir

On se convaincra du second point en considérant un modeéle de Weiestrass local
de la fibre générique d¢'. Par changement de base, on obtient un modéle local de
E/k(C) dont la valuation du discriminant, obtenue par multiplication pgrest
supérieure a celle du discriminant minimal.

Le premier point provient du fait qu'il existe par hypothése une isogénie de
degré une puissance gede E’'/k(C) vers E/k(C), isogénie qui induit donc un
isomorphisme sur |E-torsion pour tout entidrpremier ap et laisse donc invariant
le conducteur d’aprés sa définition.

Nous remergions notre referee pour cet argument qui simplifie la preuve que
nous proposions initialement. Nous présentons tout de méme cette preuve en par-
alléle étant donné que — outre l'intérét qu’elle peut présenter en soi — elle utilise
des arguments qui nous serons utiles par la suite.

Pour prouver l'inégalité dans le cas gtadmet des réductions de types additifs,
on peut en effet également se ramener au cas multiplicatif en faisant une extension
de la courbe de base, ramifiée au dessus des points dont la fibre spéciale associée
est de type additif.

7. Inégalité déduite du cas semi-stable

Il est possible d'obtenir plus simplement un résultat similaire au théoréme 0.1, mais
moins bon (avec 12 a la place de 6 dans l'inégalité), en se ramenant au cas des
surfaces elliptiques semi-stables. Pour cela, on fait une extension de la courbe de
base pour faire apparaitre des pointgdtorsion { £ p, 2, 3) dans chaque fibre,

de telle sorte que la surface obtenue ne puisse avoir que des bonnes réductions ou
des réductions de types multiplicatifs. Cette méthode a 'avantage de donner un
résultat dans le cas ou la base est I'ordre d’'un corps de nombre (cf. Sect. 8) et
permet en outre de terminer la démonstration du cas géométrique (cf. Sect. 6.2)
sans utiliser 'argument précédent.

7.1. VARIATION LOCALE

Nous allons maintenant étudier localement la variation relative du conducteur et du
discriminant lors du passage a une extension sur laquelle la courbe a une réduction
semi-stable.

LEMME 7.1. SoientK un corps local pour une valuation, E une courbe ellipt-
ique surk et K’ une extension d&, locale pour une valuation’, telle queE /K’
ait bonne réduction ou réduction multiplicative, alors
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V' (DEg/k)

v’

V(DEg/k) — < 6(v(Fg/k) — V' (Fexr),

ol e, est le degré de ramification de I'extension.

On noteram, le nombre de composante de la fibre spéciale du modéle régulier
minimal deE sur Spe®, ou R est I'anneau des entiers derelativement a, et
p la caractéristique du corps résiduel.

(A) Si' v(FE/k) =00na0=v(Fgx) =v(Dg/x) = V'(DE/x)-
(B) Siv(Fg/k) = 1onav'(Fgx) = 1 etv'(Dex) = —v'(j) = —eyv(j) =
ey V(DEg/g).

Ces résultats proviennent du fait que les bonnes réductions et les réductions multi-
plicatives sont semi-stables, i.e., he changent pas de types par extension.

(C) Siv(Fg/x) =2
—lorsquev(j) > 0 on av'(Fg k) =0
—lorsquev(j) < 0 on av'(Fg k) =1,
et I'extension est obligatoirement ramifiée au-dessus. de
Il faut dés lors distinguer différents cas:

(C.1) SiE/K aune réduction en de type II, lll, IV, lg, IV*, lIl* ou II*, alors
v(j) > 0 etE/K’ a bonne réduction au-dessuswal’'ou v'(Dg k) =
V' (Fesxr) = 0.

De plus, d’'apres 1.1.3,(F¢/k) = v(Dg k) + 1 —m, avecm, =1, 2, 3,
5,7,80u 9. Ainsi,

v(@E/K) — M
(C.2) SiE/K aune réduction de typé,ln > 0:
(C.2.a) Lorsquep # 2,v(j) = —n, v(Dg/x) = n + 6 etv(Fg/x) = 2, alors
V' (De/g) = —V'(j) = —eyv(j) = ey (v(Dg/x) — 6) etv'(Fg/x) = 1,
soit

v(Dg/k) —

= v(Fg/x) +my — 1 < Sv(Fgjk).

v :D ’
LD = 6(u(Fyx) — v (D).

(C.2.b) lorsquep = 2 on doit faire une étude un peu plus fine.
Soit
y2 + ayxy +azy + X3+ apx® + agx + ag = 0,
une équation de Weierstrass de E minimale pouorsque la réduction est de type
I*, il existe (cf. Sect. 4.(c5m)) une équation de ce type ave¢) > 1, v(az) =1,

et

v(az) =k +1, v(ag) = k + 2, v(ag) 2 2k+2 sSin=2k-1,
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v(az) = k + 2, v(ag) =k + 2, v(ag) > 2k +3 sin=2.

On définit
by = a? + 4ay, by = ayaz + 2ay, be = a3 + 4a,
bg = ai — aqazas + a%ae + azag — 4asag.
Le discriminant minimal et I'invarianjz de E sont alors donnés par
Di/x = bibg — 8b3 — 27b% + bbabe,
JjE = (b5 — 24b4)°/ D k.
On a par parité,
v(by) = inf(2u(ay), 2v(2) + 1)
et

v(ba) = Infw(@) +k+2,v(a) +k+1)
> 2D 441>k +2

SOitv(24bs) > 2v(by) etv(j) = 6v(bz) — v(Dg/k).
Egalement,

v(be) = 2v(az),

v(aa3) =2k +3=n+4 sinimpair,

vibe) = v(a3) =2k +4=n+4 sinpair
Or,

n+4=my,—1=v(Dg/x) — v(Fe/k),
soit

v(DE/x) = v(Fg/k) + v(bg).
Alors,

3
v(@hy  k+6_3
vibg) ~ 2k+47 2

111

(1)
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4k+4>83i impair
v@md) _ | +3” 50 P

v(bg) ~ | % +38

> 2 sin pair,
T in pai
2
v(9b2b4bg) > 3k +6 > § ot U(bzbg) _ v(by) Y
v(bg) 2k+4 "~ 2 bg v(bg)

donc

(C.2.b.i) Si 4(by) > v(bg) alorsv(De k) /v(bg) > 3/2 Soit d’apes (1)
v(Fe/k) = 39(Diy),
d’ou
V(D x0) rv .
V(DE/g) — ——— < 6((Fi/x) —V'(Fe/xr)),

ey

Carv/(ifE/K/) <1 etU(?E/K) > 2.

(C.2.bii)  sid(by) < v(bs) alorsv(De,x) = v(b3bg), SOit
v(j) = 6v(b2) — v(DEg/x) = dv(bz) — v(bg) < O.

DonCU/(fE/K/) =1 etU’(@E/K/) = 2v(by)
V(Dpyx) = —v'(j) = = ().
Ainsi
vV (Dg ke
V(D) — D = Bu(by) < A(Fr/x) — V' (Fi k).

On a donc montré I'inégalité dans tous les cas.

7.2. VARIATION GLOBALE

Grothendieck a démontré [Ray65] que pour tout faisceau constructilole 7;-
modules sur une courbe projectigeon a

X(C.A) = x(C) dim A; — ) "(dim A; —dim Ap +5,(C. A))

PeC

ou x est la caractéristique d’Euler—Poincaré (pour la cohomoldgidique),
x(C) = 2 - 2¢(C), dim = dimg, A; est la fibre générique géometrique,
8p(C,A) = 8§(K(C)p, A) défini au Sect. 1 edp est la fibre spéciale da en
P.

Soit S un ensemble fini de points d&, s son cardinal eV = C — S, la suite
exacte de cohomologie relative a un sous-espace fermé donne
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X(WU.AIU) = x(C.A)+ ) D (=1 dim Hj(A)
PeS i
= x(C.A)+ > dim Ap, ([Mil80], p. 189

PeS

et
x(U)=2—-2g —s.

Si S contient les points d€ ou A est ramifié (I'application canoniqué — i, A,
est bijective en dehors de ces points), on obtient

x(U,A|U)=xU)dm A; — ZSP(C, A). (7.2.1)
PeS

On va maintenant appliquer ce résultat di & Grothendieck au faiggems points
de/-torsion obtenu a partir d’'une surface elliptiqfie E — C.

Soient/ un nombre premier différent de 2etp, K’ = K(C)(A,) I'extension
galoisienne d&k (C) obtenue en ajoutant les coordonnées des poinigaision,
et C’ la normalisée d€ dansK’. On noten = [K(C’) : K(C)] et l'on considére
f' E' — C’ le modele régulier minimal de la fibre générique tleelevée sur
K (C"). Remarquons que le morphisme canonigu€’ — C ne se reléve en un
morphisme sur les modeles qu’en dehors de I'ensemble fini des points ou il est
ramifié. Les fibres ayant bonnes réductions possédapints del-torsion, cet
ensemble est contenu dans I'ensemble des p6itks C au-dessus desquets a
mauvaise réduction. De plus

LEMME 7.2. f': E' — C’ n'a que des fibres semi-stables.

En effet, pour tout poinP deC’, soitK » = K(C')  le complété deX (C’) suivant
la valuation associée B, les points dé-torsion deE’/K p sont rationnels suk p.
Or lorsqueE’ a une réduction de type additif &, I'ordre de E' (K} )ors €St de
la forme p*m avecm < 4. Cela provient du fait que le nombre de composantes
connexes géométriques de la fibre spéciale du modéle de Néron est inférieur a 4
dans le cas d'une réduction de type additif (Voir [FO90] 3, Prop. 3.). Or on a choisit
I de telle sorte qu'il ne divise pgsm.
Remarquons également (cf. [Ray65]) qaeéstant fini,g, est exact, soit

x(U', A U = x(U, gA; | U),

oul’ =g~ X(U).

Par notre choix de§, g n'est pas ramifié au-dessus des pointsUdeet A; p
(resp.A; p) est formeé pai? points pour toutP appartenant & (resp.g~(U)), on
obtient doncy (U, g.A) | U) = nx(U, A; | U).
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La formule (7.2.1) appliquée sdr et surC’, donne alors

22¢8' =2+s)=n (Z(Zg —24s)+ ZSP(C, A,)) (7.2.2)

PeS

ol g’ est le genre d€”’ ets’ le nombre de fibres singuliéres gé
Evaluons maintenant

A = n(6p°((2g — 2) + degFg,c) — degDg,c) —
—(6p°((2¢" — 2) + degF /) — degDe/ /')

= 6p° (n <2g -2+ Z(SP + 8P)> —(2¢' =2+ s’)) +
PeS
+ Z Z vp (DErycr) — epvp(DEsc)

PeC PeC
P'>P

= Z Z 3pcepvp(Fesc) +vp (Deyc) — epvp(DEsc),

PeSy pesy
P'—P

ou S; est I'ensembles des places guest a réduction additive. Cela provient de
I'égalité précédente en remarquant que les termes correspondants aux réductions
multiplicatives disparaissent4 est ainsi une somme de termes positifs quand
3p¢ > 6 d'aprés le Lemme 7.1.

Lorsquee > 0, de I'inégalité montrée en 5.1 dans les casfagst a réductions
semi-stables, et de la positivité deon déduit I'inégalité dans le cas giest a
réductions quelconques.

8. Courbes elliptiques sur les corps de hombres

En 1982, le second auteur [Szp90a] a fait la conjecture suivante

CONJECTURE 8.1 Pour toute > 0 et tout corps de nombrek, il existe une
constanteBy . telle que pour toute courbe elliptiqgué sur K on ait:

log Nk /QDEe/xk < (6+¢)l0g Nk, oFg/kx + Bk e

Notons que nous avons démontré cette conjecture au Sect. 5 dans le cas ou la
courbeE a potentiellement bonne réduction (avec 5 a la place-de)6On sait de
plus [Mas90] qu’on ne peut espérer une telle relation dans le cas général avec un
exposant plus petit que-6 ¢.

On peut, a l'aide de la Proposition 7.1, tenter de réduire le cas général au cas
semi-stable. On considére I'extensi&r = K (E[[]) avec/ premier 2 et 3 et tel
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gue E/ Q n'aie pas de fibre ayant mauvaise réduction au-dessuigldenombre
de ces fibres est fini...). Le modéle régulier minimalKj&’ n'a alors que des
réductions semi-stables suivant un argument identique a celui du Lemme 7.2.

On note My I'ensemble des places finies dg si v’ est une place finie de
K’ au-dessus de € My (on écrira alorsv’|v) on notee, le degré de ramific-
ation correspondant (qui ne dépend pas du choix’dmr I'extensionK’/K est
galoisienne). On a alors

log Ng/)QDE/x = Z nyv' (Dgjx) = Z Z nyv' (Dg k)

v'eMyr veMg v
v’eMK/
et
> nye, =[K': Kln, avecn, =l0g Ng(#).
Ainsi,

[K : K/] IOg NK/QC(DE/K — |OgNK//Qo(DE/K/
= > ) nu(ew(Dex) — V' (De/x)

vEMg v
v'eMy/

< Y| D envb(Frx) — v (Frx)

veMg v |
vVeMgy

< C([K : K/] IOg NK/Q\{I‘:E/K — IOgNK//Q}VE/K/), (811)

pour toute constant€ > 6.
Donc, quelque soi€ > 6, s'il existe une constantBg telle que pour toute
courbe elliptiqueE sur K’ a réduction semi-stables on ait

log Ng/@DE k' < C log Nk /oF gk + Bk,

alors

Bg'

log Nk ,0DE/x < Clog N oF) —_

O Nk/QPE/k O Nk/QFE/k + K K]
Se pose alors le probleme de majorél%m indépendemment d&’ (qui dépend

de E). La Conjecture 8.1 a été énoncée comme analogue au Théoréme 0.1 dans
le cas des corps de nombre3; joue ici un réle similaire a celui dug2— 2



116 J. PESENTI ET L. SZPIRO

pour les courbes projectives. Il est ainsi naturel de supposer gu'il est linéaire en
le logarithme du discriminarfiy o de K. Or

8kyQ = Bk QK. Nk jo(Di k). (8.1.2

ou Dk x est la differente de I'extension, et suivant un raisonnement semblable a
celui de la section précédente, on majore la norme de la différente de I'extension a
l'aide du conducteur.

En effet, I'extension étant galoisienne on a d’aprés [Ser68]

K K] o
log Nk /Q(Dkr/x) = Z — Z(gi,v -1,
v i=0

veMg

ou g, est le cardinal du-éme groupe de ramification de I'extension de corps
locauxk’,/K, avecv’|v.

Soita;, = dimg (E[l1x/E[]s ), lorsqueg;, > 1 on a;, > 1, sinon
il existerait une sous-extension d&&/K au-dessus de laquellg aurait/? points
del-torsion, ce qui est exclu par construction kie

On adonc

i(K!,/Ky)

log Nk o(Dk'/k)

’ v_l > iv
<K' : K1Y (ee +Z§—a,~,v>

veMx v i=1 S0

o e, —1
<[K': K] va( - +8<KU,E[11))

veMg v

< [K/ : K| IOgNK/Q\{I‘:E/K — IOgNK//Q}VE/K/, (8.1.3)

Le passage a la derniére inégalité se vérifie en distinguant les pladéscde
respondant aux fibres de types multiplicatifs et celles correspondant aux fibres de
types additifs.

Dans le cas d’'une pinceau elliptique sur une courbe projective, ce type d’'inéga-
lité est une conséquence directe de I'égalité (7.2.2), il serait intéressant de savoir si
la transposition de cette derniére dans le cadre arithmétique est également valable.

On peut maintenant démontrer le résultat annoncé en introduction

PROPOSITION 8.2 Avec les notations précédemment adoptées, s'il existe des
constante<”, D telles que pour tout corps de nomhieet toute courbe elliptique
E /L aréductions semi-stables on ait

IOgNL/Qo{DE/L <C IOg NL/Q}VE/L + D IOgNL/Q(SL/Q (8.1.9)
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alors pour tout corps de nombiE et toute courbe elliptiqué& /K (plus forcément
semi-stable)

|OgNK/Qc(DE/K < (C+ D) IogNK/Q?'E/K + DlOgNK/Q(S[(/Q.

Soit E/K une courbe elliptique, on considére I'extensih= K (E[I]) évoquée
plus haut. En combinant les inégalités (8.1.1), (8.1.3), (8.1.4) et la relation (8.1.2)
on obtient le résultat escompté.
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