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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Sygyzies et multiplicités. Note (*) de
MM. Christian Peskine et Lucien Szpiro, présentée par M. Szolem
Mandelbrojt.

1..11 existe une relation entre la longueur d’un complexe parfait de modules libres de type fini sur
un anneau local noethérien, la dimension de I’homologie du complexe et la dimension de I’anneau.
C’est le nouveau théoréme d’intersection qu’on démontre pour les anneaux de caracté-
ristique p > 0, et pour les anneaux essentiellement de type fini sur un corps.

2. Pour un module gradué de type fini de dimension projective finie sur un anneau gradué, en
degrés positifs, A = Z A, tel que A, soit un anneau local artinien et que A soit de type fini

nz0
sur Ao, on démontre la positivité de la caractéristique de Euler-Poincaré et la formule du grade
conjecturée dans (2).

1. LE NOUVEAU THEOREME D’INTERSECTION.

THEOREME 1. — Soit A un anneau local noethérien de dimension d. Supposons qu’il existe
un idéal J de A tel que dim (A/J) = d, et tel que A[J soit de caractéristique p > 0 ou que
le complété de AJJ soit le complété d’un anneau local essentiellement de type fini sur un corps.
Pour tout complexe, non homotope a zéro, de A-modules libres de type fini

0-Li»L,_;—...oL->Ly-0,

on a
d £ s+supdim (H;(L.)).
i

Par les méthodes standards utilisées pour démontrer le théoréme d’intersection dans ),
et par une simple récurrence sur &, on montre qu’il suffit de prouver le théoréme lorsque
A/JT = A est un anneau de caractéristique p > 0, et que sup dim (H;(L.)) = 0, avec
H, (L) # 0. i

Considérons une résolution injective (I') de A. Appelons 4; I’homomorphisme L, ; — L,
et M = Coker (hy) = Hy(L.). Si k est le corps résiduel de A, on peut supposer
k ®, ho = 0. La démonstration se fait alors en trois pas :

1° Soit E’ le plus grand sous-module artinien de I'. On montre que I’aboutissement
des suites spectrales induites par le double complexe Hom, (L;, E’) est le méme que celui
des suites spectrales induites par e complexe Hom, (L;, 1), c’est-a-dire
H; (Hom, (L., A)) = H;(L" .).

2° Utilisant le fait que H;(L” .) = 0 pour i > s, on démontre que si

Z; = Ker[Hom, (M, E) - Hom, (M, E"* 1],

on a Z, < C,, pour i> s, avec C; = Image [Hom, (Lo, E'"1) » Hom, (Lo, E)].

3° Fixons les bases des L; et les matrices 4;. Pour tout entier n, on peut définir un
complexe (L™, 2™), tel que L{™ = L,, et que A{" est la matricé obtenue en €levant les
coefficients de 4; & la puissance p". Ce complexe a une homologie de longueur finie. Posons
M, = Coker (A{"). On voit comme précédemment que si

7! = Ker[Hom, (M,, EY) » Hom, (M,, E”* )],
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on a Z! = C;. si i > 5. On remarque alors que si
K; = Ker [Hom, (Lo, EY) » Hom, (L,, E'*)],

onaK; = (] Z}. On en déduit C; = K; pour i > s, c’est-a-dire HI(E) = 0 pour i > s,
nz0
ce qui implique d < s, d’aprés le théoréme de dualité locale.

Remarques. — Le nouveau théoréme d’intersection pour un anneau local équicarac-
téristique peut se déduire de D’existence d’un « grand module de Cohen-Macaulay » sur
un tel anneau, démontrée par M. Hochster ().

Il semble que le théoréme 1 est annoncé, sous la méme forme que celle donnée ici par
P. C. Roberts (Mc Gill University. Montréal, Québec, Canada).

2. LE CAS GRADUE. — Soit A = ) A, un anneau gradué en degrés positifs, tel que A,
nzo0

soit un anneau local artinien et que A soit une Agy-algébre de type fini. Considérons (L.)

un complexe parfait de A-modules libres gradués de type fini, & homomorphismes gradués

de degré zéro. Si r; est le rang de L;, alors L; = & A [—ny;], avec n;;€ Z, ot A[—d]
j=1

est le A-module gradué tel que (A [—d]), = A,-4 Pour tout A-module gradué de type

fini M, notons P, le polynome de Samuel de M, défini par Py (n) = ) Long(M)

pour n > 0. i<n

LEMME. — On a la relation suivante :
(=1
Z (=)' Py, Z Tr P Y,

o pp =Y (=1) Z n,, et ol PY désigne le polynome dérivée k-iéme de P,.

iz0 j=1

Démonstration. — Le complexe (L.) s’écrit :
s ry ro
0"‘" @A[—'nsj]*...—) @14[“”1,]"‘> @A[“‘noj]“"’o-
ji=1 j=1 j=1
On a alors la relation suivante :

p Z( D'long (L)) = 3. Z (-1 Z long (A, -,)-
<n i= <n i=

Le lemme s’en déduit directement au moyen de la formule de Taylor.
Le corollaire qui suit est un cas particulier du théoréme 1.

La nouvelle démonstration fournie fait intervenir une hypothése numérique déja ren-
contrée dans I’étude des courbes de I’espace [(3), 6.2].

COROLLAIRE. — Supposons de plus n;; = n;_y ;. pour tous i, j, j'. Alors si (L.) n’est
pas homotope a zéro, on a

dim A £ long(L.)+supdim H,(L.).
i
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Soit g = inf {i,p, # 0}. 1l suflit de démontrer g <5, ol s est la longueur du
complexe (L.).

Supposons que p; = 0 pour 0 < i < s. On en déduit que le déterminant suivant est
nul

¥o e 7,
Ej:”o,j Zn,,j

J

an,,j Zn:’j
J J

Donc que la somme suivante de déterminants est nulle :

1 1 1
Y o, R, je |-
Jos s Js| s s
Ny, jo LR

On reconnait 1a des déterminants de Vandermonde qui sont tous positifs ou nuls, et
on sait que I'un au moins est non nul car le complexe (L.) n’est pas homotopiquement
trivial.

THEOREME 2. — Soit A = Y. A, un anneau gradué en degrés positifs tel que A, soit
nz0

un anneau local artinien et que A soit une Ay-algébre de type fini. Soit M un A-module
gradué non nul de type fini de dimension projective finie admettant la résolution projective
graduée, a homomorphismes de degrés zéro, suivante :

rs ro
(C) 0—+@A[—ns,j]—n..ﬁ(—BA[—no,J—]—»MAO.
j=1 j=1

Soit g =inf{k, Py = [Z (—D? Z nf.‘,j] #0}. Alors :
i=0

ji=0
() e;—, (M) = [(—1)%g!] p, e (A), ol d =dim A, et ois pour un A-module gradué N
de dimension n, on note e, (N) la multiplicité de N.
(i) g = grade M = dim A —dim M.
De plus, si N est un A-module gradué de type fini, on a :
(iiiy dim N ® M = dim N+dim M —dim A.
(iv) Si M ® N est de longueur finie, alors

1M, N) =} (—1)long (Torf (M, N)) 2 0,

et l'inégalité est stricte si et seulement si dim M +dim N = dim A.
Dans ce cas, on a y (M,N) = ¢,_, (M).e, (N)/e; (A).

Démonstration. — La relation (i) se déduit immédiatement du lemme. Les propriétés (iii)
et (iv) aussi, en prenant N = A/P, ol P est un idéal gradué de A, et en considérant le
complexe parfait.

0 @ A/P[—n, ]~ ... > @ AP[—no ] 0.
j=1 j=1

Pour (ii), il suffit de montrer que g € Supp (M) implique dim A) =g
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Soient g;, i =1,...,¢ les idéaux premiers minimaux de Supp(M) tels que
t

dim.(A,) < g. Soit ¢ = Sup (dim (A,)), et soit #n = sup (dim (A/g;)). Si S = N(A-g),
1

soit a I'idéal noyau de A — S™! A. On a alors dim A/a £ ¢+n. Considérons m un idéal
premier minimal de Supp (M ® A/a) tel que dim (A/m) 2 n. D’aprés le théoréme d’inter-
section, on sait que dim (A/a), < d.p.M,,. Comme prof (A,) £ dim (A/a),. on en
déduit dim. (A/a),, = prof. A,,. Si m B q; pour i =1, ..., ¢ alors prof. (A,) Z g, et
ceci implique

dim(A/a) = dim(A/m)+dim(A/a), Z n+g>n+c,

ce qui est une construction. Donc un tel idéal m est nécessairement 1’un des g;, Comme
Tor?(Aja, M),, =0 pour s=1 et i=1,...,¢

on en déduit que Y (—1)' Py c.ga/ €St un polynome de degré n. Le lemme implique
alors que P,,, est de degré n+g, donc que dimA/a = n+g > n+c, ce qui est une
contradiction.

(*) Séance du 17 avril 1974.
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