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1 Introduction

Soit K une courbe elliptique sur le corps C des nombres complexes. On note
E[n] (resp E[n]) le sous-groupe des points de n—torsion (resp I’ensemble des
points d’ordre exactement n). Une simple inspection permet de voir que les
points de torsion sont denses dans F pour la topologie de C. Ils sont méme
équidistribués dans le sens suivant: La suite

1
2 b

z€E[n]

converge faiblement vers la mesure de Haar normalisée du de E. Autrement
dit, pour toute fonction continue, réelle, f sur F, la suite

=Y s

z€E[n]

converge vers / F(a)dp(z).

E
Quand la courbe elliptique F est définie sur Q et n’est pas a multiplication
complexe, le théoreme de 1'image ouverte de Serre [12] nous assure que pour
tout nombre premier p assez grand, le groupe de Galois Gg = Gal(Q/Q) agit
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transitivement sur E[p]. Soit z, un point de p-torsion de F et O(zp) = Go.xp
I’orbite sous Galois de z. On constate alors que quand p tend vers 'infini.

1
#0() 2

z€0(xp)

converge faiblement vers la mesure de Haar normalisée dp. On se propose
d’étendre ce type de résultat a toutes les variétés abéliennes définies sur un
corps de nombres. On obtient :

Théoreme 1.1 Soit A une varielé abélienne sur un corps de nombres K.
Soit (x,) une suite de points de torsion de A. Soit O(x,) lorbite de x,, sous
Vaction du groupe de Galois Gx = Gal(K/K). On suppose qu’il n’existe
aucune sous—suile de (x,) contenue dans le translaté, par un point de torsion,
d’une sous—variété abélienne stricte de A. Pour toule place a Uinfini o, la

suite
1
o) 2 "

w€a(0(zn))

converge faiblement vers la mesure de Haar de masse totale 1 du, de A,(C) ~

A®,C

Le cadre naturel pour démontrer le théoreme 1.1 pourait étre un ”théoreme
de I'image ouverte” pour les variétés abéliennes généralisant les travaux de
Serre [12] pour les courbes elliptiques. Le lecteur curieux de la difficulté d’une
telle approche consultera avec profit [13]. Notre approche est tres différente.
Cependant le théoreme 1.1 prouve que les orbites sous Galois des points de
torsion d’une variété abélienne sont grandes. En ce sens c’est un substitut
a un théoreme de I'image ouverte. Notons cependant que le théoreme 1.1
s’applique aussi aux courbes elliptiques a multiplication complexe. Pour ex-
pliquer la méthode de démonstration du théoreme 1.1, il est nécessaire de
parler des travaux de Raynaud [11] et de la conjecture de Bogomolov [2].

Pour cela, fixons K un corps de nombres et A une variété abélienne sur
K. Soit T = ATO,,S(K) son sous—groupe de torsion. On dit qu’une variété
X C Aest générale st X ne contient aucun translaté, par un point de torsion,
d’une sous—variélé abélienne. Raynaud [11] a montré que pour toute variété
générale X de A, XNT est fini. Pour tout point z € A(K), on note hnxr(z) la
hauteur de Néron-Tate de z. Pour tout sous-ensemble F de A(K), on appelle
suite de petits points de ) une suite infinie (x,,) de points de F tel que la suite



hnt(x,) converge vers (. Une généralisation naturelle d’une conjecture de
Bogomolov [2] s’énonce: les variétés générales X C A ne contiennent aucune
suile de petits poinls.

Pour les courbes lisses dans leurs jacobiennes, le premier auteur [14] a
montré que la la positivité de la self intersection w? du dualisant relatif (au
sens de la théorie d’Arakelov sur les surfaces arithmétiques) impliquait la con-
jecture de Bogomolov. Il a aussi montré que ces deux énoncés sont équivalents
si I’on dispose d’un "théoreme de Nakai—Moishezon arithmétique”. Le troisieme
auteur a montré ce théoreme [15], (voire aussi les travaux de Kim [9]). 1l a
ensuite étendu ces résultats a toute les courbes [16] puis a toutes les sous—
variétés des variétés abéliennes [18]: La conjecture de Bogomolov généralisée
pour une sous—variété Y d’une variété abélienne A est équivalente a la pos-
itivité de la hauteur hz(Y) de Y définie par un fibré inversible hermitien L
sur A. Par cette méthode on obtient la conjecture de Bogomolov dans les
cas suivants

1) Une courbe C, de genre g, plongé dans sa jacobienne J¢ par un diviseur
¢, de degré 1, tel que ¢ — 21;"_02 n’est pas de torsion dans J¢ [14], [16].

2) Une courbe C' ayant bonne réduction partout dont la jacobienne est a

multiplication complexe [4], [18].

3) Une courbe C tel que End(J¢) ® R n’est pas isomorphe a R, C ou D
(algebre des quaternions) [18].

4) Une sous—variété Y de A telle que Y — Y engendre A et telle que
I’application induite

NS(4) @ Q — NS(Y) @ Q

entre les groupes de Néron—Severi de A et Y n’est pas injective [18]. (Noter
qu’en fait 4 est plus général que 3 et que 3 est plus général que 2).

On peut énoncer des conjectures plus optimistes que Bogomolov en termes
d’orbites sous Galois des suites strictes de petits points de A. Une suite de
petits points de A est dite stricte si aucune sous-suite n’est contenue dans
un translaté, par un point de torsion, d’une sous—variété abélienne. On note
Gx = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu. Pour tout point z € A(K), on
note O(z) = Gk.x 'ensemble des conjugués de z par I'action de G.

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K, o une place a
I'infini de K et A,(C) = A®, C. On propose les trois conjectures suivantes



C-1) Pour toute suite stricte de petits points de A, {O(z,,) |n € N} est
dense pour la topologie de Zariski dans A,(C).

C-2) Pour toute suite stricte de petits points de A, {O(z,,) |n € N} est
dense pour la C-topologie dans A,(C).

C-3) Pour toute suite stricte de petits points de A, {O(z,) |n € N} est
équidistribué pour la mesure de Haar, de masse totale 1, du, de A,(C) en le
sens suivant : Pour toute fonction continue réelle sur A,(C) la suite

converge vers / flx)dps(z).
4-(Q)

Il est clair que C-1 est une réécriture de la conjecture de Bogomolov et
qu’on a la chaine d’implications C-3 implique C-2 implique C-1. Le théoreme
suivant prouve en fait que la conjecture de Bogomolov implique C-3 et donc
I’équivalence de toutes les conjectures.

Théoreme 1.2 Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K et
(2,) une suite de petits points de A. Si la suile x,, converge, pour la topologie
de Zariski, vers le point générique (autrement dit si les fermés propres de A
contiennent au plus un nombre fini d’élément de l'ensemble {z, |n € N}),
alors pour toute place a Uinfini o, {O(z,) |n € N} est équidistribué pour la
mesure de Haar de masse totale 1 du, de A,(C).

Par ailleurs le théoreme de Raynaud [11] nous assure que les suites strictes
de points de torsion de A sont denses dans A pour la topologie de Zariski.
Le théoreme 1.1 est alors un corollaire du théoreme 1.2. On a ainsi montré
les conjectures C-2, C-3 pour les suites strictes de points de torsion. Quand
A est une courbe elliptique on obtient C-3 pour toute les suites strictes de
petits points car C-1 est trivial. Retenons par exemple que 'on a obtenu la
conjecture C-2 pour les points de torsion :

Corollaire 1.3 Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K.
Soit (x,) une suite stricte de points de torsion de A. Pour loute place a
Uinfini o et tout ouvert U de A,(C) pour la C-topologie on a o(O(x,))NU # ()
pour toul n assez grand.



Notons que les conjectures C-1, C-2 et C-3 pour les points de torsion
découleraient aisément d’un “théoreme de 'image ouverte” pour les variétés
abéliennes généralisant les résultats de Serre [12] pour les courbes elliptiques.
Il est intéressant de noter que 1’on obtiendrait ainsi une nouvelle preuve du
théoreme de Raynaud [11]. Notre démarche va dans le sens opposé puisque
nous utilisons les résultats de Raynaud pour obtenir le théoreme 1.1. Pour
montrer en quel sens le théoreme 1.1 généralise les résultats de Raynaud [11]
retenons le corollaire suivant :

Corollaire 1.4 Soient A une variélé abélienne sur un corps de nombres K,
o un plongement de K dans C et p, une mesure positive lisse bornée sur
A,(C). Soit E un sous ensemble de A,(C) el E son adhrence pour la C—
topologie. On suppose que

po(E) < 1 (A, (C)).

Soit K contient un translaté, par un point de lorsion, d’une sous varité
abélienne, soit il y a au plus un nombre fini d’orbites sous Galois de point de
torsion contenues dans E.

Preuve. Soit E un sous ensemble de A,(C) tel que y,(F) < ps(A5(C))
et (z,) une suite infinie de points de torsion tel que O(z,) C E. Si E ne
contient pas de translaté, par un point de torsion, d'une sous varité abélienne,
alors la suite (z,) est stricte. On peut toujours trouver 2 ouverts U et V
avec £ C U C V tels que

po(U) < 1o (V) < p15(A5(C))

L’existence de la suite stricte (z,,) et d’une fonction lisse f nulle sur U positive
ou nulle sur A,(C) et strictement positive sur A,(C)—V contredit le théoreme
1.1.

Question. Dans le cas du groupe multiplicatif 7,,, ’équidistribution des
orbites sous Galois de points d’ordre fini (racines de I'unité) vers la mesure du
cercle se déduit facilement de I'irréductibilité des polynomes cyclotomiques.
Peut-on esperer un résultat similaire pour les suites de nombres algébriques
dont la hauteur canonique tend vers 07

[’outil principal pour montrer le théoreme 1.2 est la théorie d’Arakelov.
Apres quelques rappels en théorie d’Arakelov (partie 2), on démontrera dans



la partie 3 un énoncé tres général d’équirépartition pour les suites (z,) de
points des variétés arithmétiques X dont la hauteur h(z,) (calculé a l'aide
d’un fibré inversible hermitien L sur X) converge vers 0. On déduit le
théoreme 1.2 en écrivant la hauteur de Néron—Tate comme une hauteur as-
sociée a un fibré inversible hermitien sur A. Dans le cas lisse, on utilise les
structures cubistes introduite par Breen [3] et utilis par Moret—Bailly [10].
Dans le cas général, on montre que la démonstration du théoreme 3.1 persiste
dans le cadre de la théorie des métriques adéliques [18]. Ce sera I'objet de la
partie 4 de ce texte.

Remerciements. Nous tenons a remercier Laurent Moret-Bailly et Jean-
Pierre Serre pour une lecture critique d’une premire version de ce texte

2 Préliminaire en théorie d’Arakelov

Soit K un corps de nombres, Ox son anneau d’entiers et S = Spec(Og). On
note S x I'ensemble des places a I'infini de K. Une variété arithmétique sur
S est la donnée d'un S—schema plat et projectif X dont la fibre générique
Xk est lisse. Les points de X(C) vus comme Z-schéma s’écrivent comme
la réunion disjointe X(C) = UaesooyKXa((C), ou X,(C) = X ®, C. Un fibré
inversible I = (L,|| ||,) sur X est la donnée d'un fibré inversible L sur X
et pour tout o0 € S g d'une métrique C'*°, invariante par la conjuguaison
complexe, sur le fibré inversible L, = L ®, C de X,(C). On note alors L, le
fibré inversible hermitien (L,, || ||,) de X, (C).

En particulier, un fibré inversible hermitien L sur S est la donnée d’un
Or—module projectif de rang 1 et de métriques hermitiennes sur le C-espace
vectoriel de dimension 1, L,, pour toute place a I'infini ¢ de K. Le degré
d’un fibré inversible hermitien L sur S est défini par I’égalité :

deg,, (L) = log #(L/Ox.s) = Y logllsll,

0ES K

pour une section arbitraire s de L.

Soit X une variété arithmétique sur S de dimension (absolue) d et L un
fibré inversible hermitien sur X. Pour tout z € X(Q), on note D, la cléture
de Zariski de z dans X. La hauteur hy(z) est alors définie par la formule

deg T(I|DI)



Soit T une variété analytique complexe de dimension d—1 et L = (L, || ||)
un fibré inversible hermitien sur 7. Soit K la forme de courbure associée a
L [8]. On notera dans la suite ¢;(L) la (1, 1)-forme fermée iK. Par ailleurs
on notera ¢;(L) la premiere classe de Chern d’un fibré inversible L sur une
variété algébrique T. A travers application degré, on identifiera ¢;(L)%! &
un entier naturel.

Rappelons enfin que Gillet et Soulé [5] [6] ont définit pour une variété

arithmétique X de dimension d des groupes de Chow arithmétiques C/'EZ(X)

0
pour tout entier naturel i. Quand X est irrductible, on a CH (X) ~Z. On
dispose d’une application degr

CH'(X) —R.

Pour tout fibré inversible hermitien L sur X, on dispose d’une premiere classe
— e~ 1
de Chern arithmétique ¢;(L) € CH (X). Grace au produit d’intersection

CH (X) % CH (X) —s CH " (X) 92 Q

on sait définir & (L)' € C/'ﬁZ(X) ®7z Q pour tout i € N*. On définit ¢o(L) = 1
et on voit ¢;(L)? comme un nombre réel & travers 'application degré.

La proposition suivante qui nous sera utile dans la suite est une reformu-
lation de la partie facile du théoreme 5-2 de [17]. Sa démonstration découle
aisément du théoréeme du théoreme d’Hilbert—Samuel arithmétique [1], [7]
qui est par conséquent ’outil principal de ce texte.

Proposition 2.1 Soient X une variété arithmélique sur S de dimension
d, L un fibré inversible hermitien tel que L soit ample et que ¢i(L,) soit
posilif pour loul 0 € Seo ic. Soil (x,) une suile de points de X (Q)tel que pour
toute sous—suite (x,,), {(2n,)| p € N} soit dense dans X pour la topologie de

Zariski. On a alors :
G(L)?

3 Equirépartition des petits points

Le but de cette partie est de montrer le théoreme général d’équirépartition
en théorie d’Arakelov suivant:



Théoréeme 3.1 Soit X une variété arithmétique de dimension d, L un fibré
inversible hermitien sur X tel que Ly soit ample, ¢1(L,) soit positif pour
tout 0 € S i €l él(f)d = 0. Soit (z,) une suite de points de X(@) tel que
1) h(x;) converge vers 0.
2) Les sous—suites de (x,,) sont denses dans X pour la topologie de Zariski.
Alors pour toute place a linfini o et toute fonction continue f sur X,(C)

la suite
o L o)

m%EO(l?n)

converge vers/ f(z)du(z) ou
+(Q)

cl(za)d_l

c1(Lg)i1

esl vu comme une mesure sur Xg((C) de volume 1.

dp =

Preuve. Soit f une fonction continue sur X, (C) telle que

e #O(:E”) g

f(z)du(z). En remplacant (z,) par une sous—

ne converge pas Vers /
. +(©)
suite, on peut supposer que u, converge vers une constante

¢ # f(@)du(z).

X5(C)

f(z)du(z), (ce qui est loisible car du est de
Xs(Q)

mesure 1) on peut supposer que

|ty =o.
+(0)

En remplacant f par f —

En remplacant éventuellement f par —f on peut supposer que C' < 0. Enfin
en approximant f par des fonctions C'°°, on peut se ramener au cas ou f est

C* sur A,(C).



Pour tout A > 0, on note L(Af) le fibré inversible hermitien sur X qui
est induit de L par le changement de métrique en la place o :

HIz0s) = Iz exp(=A1).

On remarque alors que pour tout z dans X(Q) on a :

A

hE(Af)(l') = hg(z) +

On en déduit que

1—>00
Quand X est petit, la courbure de L(Af) est positive. Comme de plus la

suite (z,) est dense dans X pour la topologie de Zariski, la proposition 2.1
nous assure que :

. 61 I )\f d
N Az gy (i) = AC > % (3)

Par ailleurs on peut calculer facilement &;(L(Af))?. Soit O(Mf) le fibré
inversible, trivial sur X, muni en toute place a 'infini différente de o de la
métrique triviale et en la place o de la métrique définie par ||1||, = exp(=Af).
On a alors :

d

a(LAN)! = @)+ &(OAN) =Y Cra(L) & (0(A))-

=0
Comme par hypothese ¢,(L)? = 0 et
& (D)1 (ON)) = / Afer(L)*=! =0,
+(0)

on trouve que
G (L(AS)" = 0(M). (4)

En faisant tendre A vers 0 dans les équations (3) et (4), on trouve C' > 0.
Cette contradiction termine la preuve du théoreme 3.1.



4 Hauteurs géométriques et hauteurs canon-
iques

Quand la variété abélienne a bonne réduction sur Og, on déduit le théoreme
1.2 du théoreme 3.1 en utilisant la théorie des structures cubistes dii a Breen
[3] et utilisé par Moret—Bailly [10]. Soient A le modele de Néron de A et
L un fibré inversible sur A. Une structure cubiste sur L est la donnée d’un
fibré inversible hermitien I = (£, ]| ||) sur A tel que £L®o, K ~ L, et tel que
I’isomorphisme du cube se prolonge en une isométrie de fibré inversible sur

AP~ Axo, Axo, A

quand on a muni en toute place a I'infini O 45 de la métrique triviale. Moret—
Bailly [10] prouve I’existence des structures cubistes pour tout fibré inversible
L sur A. Pour obtenir cet isomorphisme aux places a 'infini, il faut munir le
fibré L, de A,(C) de la métrique du cube définie dans [10]. On note alors L,
le fibré inversible L, muni de cette métrique. On montre alors que la hauteur
h7 ainsi construite coincide avec la hauteur canonique de Néron—-Tate définie
par L. Soit d la dimension de A. On montre le théoreme 1.2 en remarquant
que & (L)% = 0 (utiliser, comme dans la proposition 2-1 de [14], le théoreme
5-2 de [17] et la densité des points de torsion dans A), que ¢;(L,) est positif
pour tout plongement o de K dans C (utiliser I'invariance par translation de
la forme de courbure ¢;(L,) [10] proposition 3-6), et que
dlu _ Cl(Lg)d_l
1 (L)%
est la mesure de Haar sur A,(C) de masse totale 1.

Quand on ne suppose plus que la variété abélienne a bonne réduction
partout, la méthode précédente est insufisante. On ne dispose pas en effet
d’une compactification canonique du modele de Néron. On utilise alors la
théorie des fibrés inversibles hermitiens adéliques de Zhang [18]. Cette théorie
s’inspire de la construction de Tate de la hauteur canonique. Le but de cette
partie est de montrer comment la démonstration du théoreme 3.1 persiste
dans ce cadre.

Soient A une variété abélienne sur un corps de nombres K, L un fibré
inversible ample et symétrique sur A. On fixe un modele (A, £) = (Ao, Lo)
de (A, L). ( A est un modele projectif quelconque de A sur Ox et L = Lo

10



un prolongement arbitraire de L a A). Pour toute place a I'infini ¢ on munit
le fibré inversible L, de A, de la métrique du cube.

Soit s un entier, s > 1 et [s] 'endomorphisme multiplication par s de A.
Ona [s|*L ~ L% On construit alors par récurrence & partir de Ag une suite

de modeles projectifs A, de A et une suite de prolongements £ de L9 3
A,,. Dans cette construction, le diagrame suivant :

An+1 — An—{—l =A

[s] | [s] | (5)
A, « A, =A

est commutatif, 4,.; est le normalisé de A, dans le corps des fonctions
de A, 4 et [s] dans la fléche verticale de gauche est le prolongement de [s]
sur Apyr. On définit £ par L), = [s]"£],. On munit en toute place a
I'infinie

/"‘{n-}-l,a = L®52" ®cr C

de la métrique obtenue par image inverse a travers le morphisme [s], cette
métrique est la métrique du cube ( [10] Théoreme 3-1 (iv)) . On choisit alors
un fibré inversible hermitien £, sur A, de sorte que I'on ait une isométrie
(dans Pic(A4,) ® Q) :

L ~ Ll

Ainsi pour tout n, (A,, £,) est un modele de (A, L) et en toute place a I'infini
o, L, @, (C) =~ L, est muni de la métrique du cube || ||cup,o. On peut donc
appliquer & L, = (L,, || |lcuso) la théorie de Gillet et Soulé décrite dans la
partie 2.

Soient Y un sous-schema fermé de A , de dimension de Krull r et Y, son
adhérence schematique dans A4,,. On montre ([18] théoreme 1-4) que la suite

B _ e (LY n)"
hz, (V) = r.e(L)Y)r=t

converge uniformément vers une quantité que l'on note hr(Y). On vérifie
que hr(Y) ne dépend pas des choix initiaux de Ay et L.

On montre alors que pour tout point P de A & valeurs dans K, hy(P)
est la hauteur de Néron-Tate hyr associée a L du point P ([18] 3-1). En
utilisant le théoreme 1-10 de [18], on montre que hy(A) = 0. Le théoreme
1.2 est alors une reformulation du théoreme 3.1 qui s’écrit dans le cadre des
métriques adéliques sous la forme de la proposition :

11



Proposition 4.1 Soient A une variété abélienne de dimension d —1 sur un
corps de nombres K et L un fibré inversible symétrique ample sur A. Soit
(2,) une suite de point de A(K) tel que

1) La suite h(x;) converge vers 0.

2) Les sous—suites de (x,) sont denses dans A pour la topologie de Zariski.

Pour toute place a Uinfini o el toute fonction continue f sur A,(C) la

suite
o L o)

m%EO(l?n)

dp =

et L, désigne le fibré inversible L @, C de A,(C) muni de la métrique du
cube.

Preuve. Soit f une fonction continue sur A,(C) telle que

ne converge pas Vvers / flx)du(z).

o

On peut comme dans la preuve du théoreme 3.1 supposer que :
1
a) La suite ———— f(o(z%)) converge vers une constante C' < 0.
) H0(z,) xg;(x | (o(27))
b | @tz =0
+(C
¢) La fonction f est C* sur A,(C).

Soit (A,, L,) la suite de modele de (A, L) construite précédemment.
Noter que L, est un fibré inversible hermitien sur .4, muni en toute place a
I'infini de la métrique du cube. Pour tout réel positif A, on note O,(\f)
le fibré inversible hermitien Oy4,(Af) de A,. Pour X suffisament petit,

12



cl(Zw ® On(Af)) est positive (et cela indépendament de n). On remar-
que que 'on a :

&1 (Ln @ On(A))" = &1(La)" + O(N?) (6)

pour une fonction O(A?) indépendante de n (utiliser b et le fait que £,,, en
tant que fibré inversible hermitien sur A,(C) est indépendant de n). Par
ailleurs, comme hr(A) = 0 le théoreme 1-4 de [18] nous assure que quand n
tends vers I'infini, él(zn)d converge vers 0.

Soit ¢ un nombre réel positif. Par la convergence uniforme de hz vers
hy, et la discussion précédente, il existe N € N tel que pour tout n > N on
a:

D) sp bz, (5) — hi(e)] <<

2€A44(C)
|61(Zn ® On(Af))?
) d.c;(L)?-1

Par la proposition 2.1 et ’équation (6) pour tout entier ¢ assez grand, on

00| <.

p &Ly @ On(Af))?
b o)+ gy O fataty > SEEDEIN

On en déduit donc que pour tout entier 7 assez grand on a :

hL($

Z flo(z?)) > O(\?) — 3¢ (8)

gEO 731

En faisant tendre ¢ vers I'infini, on obtient
AC > O(N) — 3e. (9)

En faisant tendre e, puis A vers 0, on montre encore que C' > 0. Cette
contradiction termine la preuve de la proposition 4.1 et donc du théoreme
1.2 quand on a remarqué que Ay, est la hauteur de Néron—Tate et que du est
la mesure de Haar de masse totale 1 sur A,(C).
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